














Lo scopo di questo lavoro è trattare in modo organico i modelli di valutazione
delle opzioni binarie e a barriera che si collocano nel filone "classico"
dell'option pricing. Come nella valutazione delle opzioni standard, la
problematica del pricing è collegata, ma distinta, da quella della gestione e
della copertura delle posizioni. Nell'ordine, si esaminano le opzioni binarie (sia
di tipo europeo che di tipo americano), le opzioni a barriera di tipo regular e le
reverse barrier option. Nel capitolo conclusivo si presenta un raffronto a mezzo
di simulazioni numeriche tra i risultati di strategie di copertura statiche e
dinamiche delle tipologie di opzioni sopra menzionate.
(*) Francesco Sguera, laureato in economia presso l'Università di Trento, è
collaboratore di ALEA - Centro di ricerca sui rischi finanziari.nicola,QWURGX]LRQH
Da quando, negli anni settanta, grazie al contributo di studiosi del calibro di Black, Merton e
Scholes (questi ultimi premiati nel 1997 con il premio Nobel), si rese disponibile un rigoroso
modello di valutazione delle opzioni, il mercato di tali derivati è andato incontro ad uno
sviluppo notevolissimo. Come spesso accade quando un prodotto finanziario si diffonde e
diventa familiare, in un inevitabile processo evolutivo, a partire dalle originarie opzioni standard
si sono via via generate delle “mutazioni”: il risultato di tali mutazioni sono le opzioni esotiche
(dette non a caso opzioni di “seconda generazione”). Tali strumenti trovano la loro ragion
d’essere in particolari esigenze del mercato. Un esempio emblematico al riguardo è
rappresentato dalle opzioni a barriera, che devono il loro notevole successo alla domanda di
strumenti finanziari che, pur garantendo funzionalità analoghe a quelle offerte dalle opzioni
standard, richiedessero nel contempo un minore esborso in termini di premio. Nella prima metà
degli anni novanta queste opzioni “anomale” hanno conosciuto uno sviluppo non indifferente,
ma anche un primo fenomeno di selezione: le opzioni dalle caratteristiche troppo intricate, frutto
più di una logica di innovazione di prodotto artificiosa piuttosto che di reali esigenze degli
utilizzatori finali, hanno incontrato un progressivo declino. Da tale selezione sono sopravvissute
le opzioni esotiche dotate di un più solido e concreto fondamento economico: in particolare le
opzioni a barriera e binarie, che rappresentano sicuramente le più diffuse tipologie di opzioni
esotiche. Precisamente di tali strumenti si occupa il presente lavoro, che è suddiviso in sette
capitoli. I primi due capitoli hanno carattere introduttivo (concetti di pricing e classificazione
delle esotiche trattate). Il terzo e il quarto sono dedicati alle binarie rispettivamente di tipo
europeo e di tipo americano. Il quinto tratta delle opzioni a barriera di tipo normale, il sesto
delle reverse barrier, nel settimo capitolo si è provveduto ad effettuare un raffronto a mezzo di
simulazioni numeriche tra lo static ed il dynamic hedging di alcune delle opzioni sopra
menzionate, in presenza di diversi scenari. In ciascuno dei capitoli dedicati ad una tipologia
specifica, dopo una derivazione delle formule di valutazione, è oggetto di approfondimento il
comportamento dell’opzione in funzione delle variabili fondamentali (in particolare il prezzo
del sottostante, la volatilità, la vita residua dell’opzione ed il tasso d’interesse); conclude infine
l’analisi in ciascun capitolo uno studio delle possibilità di copertura, dinamica o statica, dei
rischi connessi all’utilizzo di tali derivati.
Con questo paper non si intende esaurire una materia, complessa e in continua evoluzione,
quale è il pricing delle opzioni esotiche. Lo scopo è piuttosto quello di trattare in modo organico
i modelli di valutazione che si collocano nel filone canonico dell’option pricing. Come nella
valutazione delle opzioni standard, la problematica del pricing è collegata, ma distinta, da quella
della gestione e della copertura delle posizioni. Se nel momento del pricing i modelli teorici
bastano, per così dire, a se stessi, nel secondo, la gestione delle posizioni, essi vanno vagliati
nella loro applicabilità, che dipende dall’aderenza, o meno, delle condizioni di mercato reali a
quelle stilizzate nei modelli.Come si avrà modo di dimostrare, lo studio accurato e critico degli indicatori di valutazione è
utilissimo per individuare le falle dei modelli, e così sapere quando seguirne fedelmente i
dettami e quando invece ripiegare su “tecnologie finanziarie” più empiriche ma, nel contempo,
più robuste.,QGLFH
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In questo primo capitolo cercheremo di offrire un’esposizione il più possibile breve e concisa
dell’impianto di valutazione su cui poggia il metodo EDP (dall’Equazione alle Derivate Parziali
utilizzata da Black e Scholes per la derivazione dell’omonima celeberrima formula) nonché il
cosiddetto metodo “probabilistico”, di cui faremo largo uso nel prosieguo del lavoro. È bene
sottolineare come lo scopo di questa brevi pagine sia semplicemente quello di richiamare
nozioni che si presumono in gran parte note al lettore. Prima di illustrare i metodi sopra citati è
però opportuno definire preliminarmente alcune ipotesi circa il comportamento del prezzo del
sottostante.
 ,SRWHVL IRQGDPHQWDOL FLUFD LO PRYLPHQWR GHL
SUH]]LHOHPPDGL,WR
Per giungere a formule di pricing analiticamente trattabili, si assumono prezzi guidati da un
motore aleatorio riconducibile al cosiddetto processo di Wiener. Cominciamo dunque col
considerare il movimento casuale di una variabile W( t ) attraverso una misura discreta del
tempo:
W( t + 1 ) = W( t ) + e( t + 1 ) ;   con  W(0) = W0   ed  e ~ N(0,1)        (1)
Questa equazione ci propone un movimento della variabile W tale per cui al tempo ( t + 1 ) essa
assume il valore del tempo t aumentato di un termine stocastico e che si distribuisce secondo
una distribuzione normale standardizzata, ovvero secondo una normale con media pari a zero e
varianza pari a uno. Inoltre si assume che il fattore stocastico in questione si comporti in
maniera del tutto indipendente dal suo andamento anteriore (più formalmente potremmo dire
che la covarianza tra due realizzazioni di e, e(s) ed e(r), è nulla per qualsiasi coppia di valori r
ed s con s>r).
Se a questo punto consideriamo un incremento nella variabile t (nel tempo) pari ad una frazione
D dell’unità originaria, allora la (1) diventa:
  W( t + D ) = W( t ) + e( t + D ) ;  con W(0) = W0  ed  e ~ N(0,D)         (2)
Il fattore stocastico deve a questo punto distribuirsi con una varianza pari a D . In effetti solo in
questo modo la varianza della somma di 1/D fattori e è pari ad 1, e si mantiene quindi
l’equivalenza tra la (2) e la (1). Ciò accade in virtù della proprietà dell’operatore varianza per la
quale:I modelli di valutazione 2
VAR(e1+e2+…+e1 D) = VAR( e 1  ) + VAR(e2  ) + …+VAR(e1 D) + COV(e1, e2  ,…,
e1 D)=1 1 DD=
essendo nulla, per ipotesi, la covarianza tra i fattori stocastici considerati.
Se poi facciamo tendere D®dt, otteniamo:
   W( t + dt ) = W(t) + e( t + dt ) ;  con W(0) = W0  ed  e ~ N(0,dt)
dove dt è una frazione infinitesima dell’unità di tempo originaria definita in maniera tale che
(dt)
a = 0, per qualsiasi a>1. Questa definizione di dt è detta “euristica” poiché non si tratta che
di un espediente necessario per rendere possibili alcune semplificazioni molto utili. Infatti essa
rende possibile l’enunciazione delle seguenti proprietà
1 di dW(t):
1.  E[dW(t)] = 0 , dove dW(t) º W( t + dt ) - W(t) = e( t + dt )







6.  Var[dW(t)dt] = 0
L’utilità di queste proprietà si coglie in virtù delle seguenti considerazioni: è nota, oltre che
estremamente intuitiva, la proprietà per cui il valore atteso della funzione di una variabile
casuale è pari al valore (in questo caso unico) della funzione stessa, qualora la varianza
associata alla funzione è pari a zero (in altre parole la funzione della variabile casuale è
costante). In termini formali:
E[¦(dW)] = ¦(dW)  se  Var[¦(dW)] = 0 .
Quanto sopra esposto permette di arrivare alle seguenti relazioni:
1.  dW(t)
2 = dt, ovvero dW(t)
2 è un termine non stocastico (varianza nulla) con valore pari al
suo valore atteso dt.
2.  dW(t)dt = 0
3.  dt
2 = 0
Il processo W(t), oggetto di tutte le precedenti argomentazioni, è detto processo di Wiener
standard e possiede a sua volta le seguenti proprietà
2 (derivate dalle precedenti):
1.  W(t) è continuo in t.
2.  W(t) non è derivabile .
3.  W(t) è un processo in cui la somma delle singole variazioni è potenzialmente illimitata.
4.  W(t) è un processo in cui la somma delle variazioni elevate al quadrato è limitata (con
valore atteso pari a Dt, cioè alla varianza di (W( t + Dt ) - W(t))).
5.  La distribuzione condizionata di W(u) dato W(t), con u > t, è una distribuzione normale con
media W(t) e varianza Dt (=u-t).
6.  La varianza di W(u) cresce indefinitamente al tendere di u ad infinito.
                                                     
1 Per una derivazione ragionata (e nel contempo semplice) di tali proprietà si veda Shimko (1992: 4-5).
2 Ancora si veda Shimko (1992: 6).Ipotesi fondamentali circa il movimento dei prezzi e lemma di Ito 3
Il processo di Wiener standard tuttavia necessita, ai fini della sua utilizzabilità concreta, di
alcune semplici modifiche. In effetti, per meglio modellare il movimento dei prezzi sui mercati
finanziari, si è preferito utilizzare, al posto del processo di Wiener puro e semplice, una
funzione dello stesso che adatti il modello a certe caratteristiche proprie del mercato, il cui
comportamento si intende, il più fedelmente possibile, riprodurre.
Tale funzione del processo di Wiener può essere così definita:
dX = a(X,t) dt + s(X,t) dW ; con  X(0) = X0
dove X è il prezzo di mercato, a(X,t) ed s(X,t) sono funzioni dello stesso prezzo e del tempo,
mentre dW è appunto il processo di Wiener standard di cui dX è funzione.
Volendo compiere una semplificazione ulteriore possiamo porre: a(X,t) = aX  ; s(X,t) = sX  ;
ottenendo:
dX = a X dt + s X dW .
L’equazione precedente descrive il moto geometrico Browniano. Il moto geometrico Browniano
è appunto l’ipotesi fondamentale, circa i movimenti del prezzo del sottostante, su cui poggia
l’intera analisi tradizionale diretta al pricing delle opzioni, di prima o seconda generazione che
siano. Accanto ad esso un ruolo essenziale, all’interno dell’analisi di Black e Scholes, è svolto
dal celebre lemma di Itô, sulla cui base è possibile descrivere il comportamento di una funzione
di una variabile casuale, che sia oggetto di un processo stocastico del tipo visto poc’anzi.
Consideriamo dunque una funzione generica in X e in t, ¦ (X, t), dove X segue un processo di
Wiener generalizzato e t è una variabile deterministica. Sulla base dello sviluppo in serie di











































Poiché dXdt=0 e dt
2=0 (si vedano a tal scopo le relazioni illustrate in precedenza), l’espressione






















Abbiamo ipotizzato che la dinamica della variabile casuale X sia modellata da un’equazione
differenziale stocastica del tipo descritto dall’equazione:
dX A X t dt B X t dW =+ (, ) (, ) ;
 dove A e B sono funzioni di X e t.
Sapendo, da quanto prima enunciato, che dW dt dWdt dt
22 == = ,  0, 0 si ottiene:
dX Adt BdW BdW ABdWdt Adt B dt
2 22 2 2 2 =+ = + + = 16 1 6 1 6
sostituendo i valori così definiti ( dX e dX
2)  nell’equazione che spiega df si giunge alla





























                                                     
3 Per un confronto si veda Shimko (1992: 13-16) e anche Neftci (1996: 194-205).I modelli di valutazione 4
Siamo a questo punto pronti per una rapida analisi dell’impianto di valutazione di Black e
Scholes.
 ,OPRGHOORGL%ODFNH6FKROHV
Il contributo offerto da Black, Merton e Scholes alla valutazione delle opzioni è fino ad oggi
insuperato. Ne è la prova il premio Nobel recentemente assegnato a Merton e a Scholes (Black
purtroppo non è vissuto abbastanza da poter godere di tale meritato riconoscimento) anche in
considerazione dell’enorme sviluppo del mercato delle opzioni, cui la loro rigorosa metodologia
di pricing ha non poco contribuito.
Il modello proposto da Black e Scholes (1973) permette di calcolare il valore teorico
dell’opzione costruendo un portafoglio, dato da un’opzione più una certa quantità, posta pari a
D, dell’attività sottostante all’opzione stessa, in modo che dia un rendimento privo di rischio.
Ipotesi principali per questo modello sono:
·  l’andamento dei prezzi è modellato da un moto geometrico Browniano a tempo continuo;
·  il tasso di interesse r e la volatilità dell’attività sottostante mantengono un valore costante
durante tutta la vita dell’opzione;
·  non vi sono costi di transazione;
·  il mercato tende ad un equilibrio nel quale non vi sono possibilità di arbitraggio privo di
rischio;
·  la negoziazione dell’attività sottostante è continua;
·  può essere acquistata o venduta (anche allo scoperto) qualunque quantità (non
necessariamente un lotta di negoziazione) dell’attività sottostante.
Rispettate tutte queste ipotesi e supponendo inoltre, per semplificare il modello, che l’attività
sottostante non paghi dividendi si consideri una opzione il cui valore è espresso da una funzione
incognita f(S,t).
Si faccia l’ipotesi che il prezzo del sottostante si muova secondo il seguente modello (ricalcato
4
sull’equazione:
      dS =+ m s  Sdt SdW
In base al lemma di Ito trattato nel paragrafo precedente siamo in grado di descrivere nel
seguente modo il processo diffusivo seguito da f(S,t):






























Si costruisca ora un portafoglio composto da un’opzione acquistata ed una quantità D
dell’attività sottostante venduta. Il valore del portafoglio è dato da: P = f - DS.
La variazione di valore del portafoglio in seguito a variazioni nel prezzo del sottostante è pari a:
                                                     
4 Si noti che a è stato sostituito da m (e X da S) allo scopo di uniformarsi alla simbologia più diffusa ed evitare così
un’inutile motivo di confusione per il lettore esperto.Il modello di Black e Scholes 5
      dd fd S PD =-
Ora sostituendo nell’equazione precedente le appropriate espressioni di dS e df si ottiene il






dt PD D =- 
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Si ponga ora D=¶ ¶ fS  e si ipotizzi che il portafoglio possa essere continuamente ricalibrato,
in modo tale da mantenere il D sempre uguale alla derivata parziale di f rispetto al prezzo. In tal
modo si elimina la componente stocastica in dW e ne risulta, di conseguenza, che l’incremento






















Si consideri ora rPdt, ovvero il guadagno che si ottiene investendo, ad un tasso r, una quantità
P in una attività priva di rischio per un tempo dt ; poiché P è, in virtù delle ipotesi fatte su D,







































































e riordinando poi tale risultato si giunge a definire l’equazione differenziale alle derivate























Risolvendo questa equazione alle derivate parziali (opportunamente condizionata
5) in Black e
Scholes (1973) si è ottenuta la seguente formula di valutazione per le opzioni europee:
V(S, S K tN d e N d
t ) =-









++ ln SK 16 s
s
, dd t 21 =- s , t è la vita residua dell’opzione, f =1 per le call
e f =- 1 per le put.
                                                     
5 Sono necessarie tre condizioni (queste sono quelle relative alla call): condizione finale ( C(S,T) = max (S-K, 0) ),




lim  ).I modelli di valutazione 6
Può essere utile proporre ora la versione del modello ottenuta da Merton (1973) per il caso in
cui il sottostante paghi dividendi (in realtà è di fatto applicabile anche alle opzioni valutarie,
semplicemente sostituendo il tasso dei dividendi con il tasso pagato sulla valuta merce). Si
assumerà, per semplificare lo sviluppo, che il sottostante paghi tali dividendi secondo un tasso
continuo g. In sostanza dunque il processo diffusivo seguito dal sottostante dovrà essere:
dS g Sdt SdW =- + m s 16  
Inoltre la variazione di valore del portafoglio dP nell’infinitesimo di tempo dt diventa a questo
punto:
d df d gS dt PDD =- - S
Procedendo ora con uno sviluppo del tutto analogo a quello “classico” di Black e Scholes























Una volta risolta (opportunamente condizionata) si perviene a quanto segue:
V(S, S K te N d e N d
gt rt ) =-









+- + ln SK 16 16s
s
, dd t 21 =- s , f =1 per le call e f =- 1 per le put.
Esiste poi un’ulteriore “versione” del modello di Black e Scholes, precisamente quella di Black
(1976), per il caso in cui si voglia fare riferimento non ai prezzi spot, bensì ai prezzi forward. In
termini formali:
V(S, F K te N d e N d
rt rt ) =-
-- ff ff 12 16 16
dove  FS e








+ ln FK 16 s
s
,  dd t 21 =- s , f =1 per le call e
f =- 1 per le put. Ovviamente, qualora il lettore provasse a sostituire nella formula
l’espressione del valore del d’equilibrio forward funzione di S e di r (pari a Se
rt)otterrebbe
facilmente la corrispondente formula di Black e Scholes.
 /¶DSSURFFLRSUREDELOLVWLFR
L’approccio probabilistico fu sviluppato per la prima volta in Cox e Ross (1976). Esso consiste
in sostanza nell’attualizzare al tasso senza rischio rf il payoff atteso di un’attività rischiosa (in
realtà noi assumeremo che l’attività in questione sia oggetto di copertura, il che, eliminando il
rischio, giustifica la scelta del tasso risk-free per l’attualizzazione). Poiché, come ovvio,
attualizzare al tasso risk-free un payoff, che, al contrario, ha natura aleatoria e quindi rischiosa,
significa essenzialmente “sopravvalutare” tale attività (noi infatti attualizzeremmo al tasso r
un’attività che, in quanto intrinsecamente rischiosa, si apprezza ad un tasso m > r ), è necessario,
per compensare tale “errore” (in realtà giustificato dall’ipotesi di copertura dell’attività),
commetterne in un certo senso un altro. Si tratta in effetti di sostituire alla distribuzione di
probabilità reale (detta anche oggettiva) una distribuzione neutrale al rischio  ~ P , la cui utilitàL’approccio probabilistico 7
consiste nel far sì che il valore attuale calcolato nel modo specificato si trasformi in una
martingala.
￿  Una variabile è una martingala quando il processo diffusivo cui è sottoposta non comporta
drift, e quindi il suo valore atteso futuro coincide con il valore odierno.
Il valore attuale del premio risulta quindi uguale al prezzo odierno dell’attività. Di fatto questa
distribuzione “fittizia” di probabilità non fa altro che sostituire il tasso m di apprezzamento
atteso del sottostante con un più opportuno tasso senza rischio. In virtù di questo semplice
espediente siamo in grado ad esempio di ottenere la medesima formula sviluppata da Black e
Scholes, ma in maniera decisamente più diretta ed intuitiva. Si consideri infatti lo sviluppo
seguente.
Applichiamo prima di tutto il lemma di Itô al logaritmo naturale del prezzo sottostante, e
consideriamo un intervallo di tempo t intercorrente tra prezzo iniziale e prezzo finale. Otteniamo
la seguente equazione (che descrive il processo stocastico della differenza tra logaritmo del













Poiché  zt 16 è un processo di Wiener standard con media zero e varianza t l’equazione implica
per  ln St S 16  una distribuzione normale con media  m s -
2 2 38 t  e varianza s
2t . Ponendo
xS t S = ln 16  è lecito affermare che x si distribuisce evidentemente con media
m m s x t =-
2 2 38  e varianza ss x t
22 = .
Il valore atteso (non ancora attualizzato) del payoff della call a scadenza è:
Em a x ,
ln
PFC Se K f x dx Se K f x dx
xx
KS 16 1 6 38 16 16
=-= -
-¥
+¥ ¥ II 0
La restrizione dell’intervallo di integrazione rende superfluo l’operatore max, poiché, per x
maggiore di ln KS 16 ,  Se K
x - 38  risulta per forza maggiore di zero.
Passando alla distribuzione standardizzata e ponendo quindi ux xx =- m s 16 , siamo anche
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Ponendo  dS K xx 2 =+ ln16 m s  possiamo così riscrivere e sviluppare il valore atteso del
payoff a scadenza:
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2 16 16 .
Effettuando la sostituzione vu x =- s  (con relativo adeguamento dell’intervallo di
integrazione) possiamo portare avanti nel seguente modo lo sviluppo:
E PFC Se e dv K N d
v













=- - - - - - Se N d K N d x
mt s 11 22 16 1 6
=- Se N d KN d
mt
12 16 16 ,
dove dd d t x 12 2 =+ =+ ss .L’ultimo passaggio è stato reso possibile dalla seguente proprietà
della funzione N (la cumulata della funzione di densità normale standardizzata):
Nz N z 16 1 6 =- - 1.
In base a quanto affermato in precedenza il tasso con cui si apprezza il sottostante, m, deve
essere sostituito dal tasso r: ciò per fare in modo che il valore attuale del valore atteso del payoff
costituisca una martingala.
Procedendo alla sostituzione in questione e all’attualizzazione (al tasso risk-free) del valore
atteso del payoff otteniamo:
C S Nd K e Nd
rt =-
-
12 16 16 ,
dove  dS K r t t 2
2 2 =+ - ln16 38 49 ss , mentre dd t 12 =+ s . Superfluo dire che si tratta
esattamente della formula di Black e Scholes, ottenuta però con un metodo alternativo rispetto a
quello storicamente utilizzato per la sua derivazione.&DSLWROR &ODVVLILFD]LRQHGHOOH
RS]LRQLELQDULHHDEDUULHUD
Prima di affrontare, nel prosieguo del lavoro, i modelli quantitativi per la valutazione delle
opzioni binarie e barriera è sembrato opportuno offrire una breve panoramica generale sui
profili contrattuali di tali tipologie di opzioni. Naturalmente tale disamina non impedirà di
ripresentare, all’inizio di ogni capitolo, un breve riassunto delle caratteristiche relative alla
tipologia trattata, che consenta, al lettore che eventualmente lo desideri, di saltare a piè pari
queste (peraltro utili) pagine descrittive a vantaggio di una più celere immersione nel vivo
dell’analisi.
 2S]LRQLELQDULH
Le opzioni binarie rappresentano la più semplice tipologia di opzioni esotiche. Caratteristica
distintiva di questa tipologia è quella di presentare un payoff, a scadenza, o comunque al
momento dell’esercizio, che sia più generale e in ogni caso diverso da quello previsto per le
opzioni ordinarie. Originariamente le opzioni binarie comprendevano solo opzioni del tipo
cash-or-nothing, ovvero opzioni strutturate in modo tale da risolversi in una scommessa sul
valore che l’attività sottostante avrebbe fatto registrare al momento dell’esercizio. Il detentore di
un’opzione call di questo tipo si trova nella posizione dello scommettitore che punta sull’evento
che, a scadenza, l’attività sottostante, S, risulti superiore al prezzo d’esercizio, K. Se questo si
verifica egli vince la scommessa  ed ottiene un payoff, definito pari a B. Il valore di B è costante
ed è questa un’altra particolarità delle opzioni cash-or-nothing. Infatti al verificarsi dell’evento
per cui si scommette (S>K nel caso di acquisto di un call o S<K nel caso di acquisto di un put),
il detentore riceve sempre lo stesso importo, B, qualunque sia l’entità dello scostamento del
valore dell’attività sottostante, S, dal prezzo d’esercizio, K. La funzione che definisce il payoff
per un’opzione call Cash-Or-Nothing può, quindi, essere scritta nel modo che segue:
Ccon  
0           <
          >
se S K
Bs e S K
% & '
o, alternativamente, il payoff può essere espresso utilizzando la funzione di Heaviside H(.). Tale
funzione assume valore 1 se il suo argomento è positivo, altrimenti ha valore zero. Posto il
payoff pari a:
Ccon  = B H(S - K)
se  S è maggiore di K l’argomento della funzione è positivo e il payoff è uguale a B, se,
viceversa, S è inferiore od uguale a K il payoff è nullo. Si verifica così che le due espressioni,Classificazione delle opzioni binarie e a barriera 10
che definiscono il payoff di un’opzione call cash-or-nothing sono equivalenti. Graficamente
esso è individuato dalla curva spezzata riportata in figura 1., per uno schema riassuntivo della
struttura del payoff netto si faccia riferimento alla tabella 1.
Figura 1 - Payoff di un’opzione call cash-or-nothing.
Le opzioni binarie appena studiate possono essere distinte in opzioni binarie at maturity ed
opzioni binarie one-touch (cfr. tabella 2). Le prime, conosciute anche come european binaries,
sono opzioni che richiedono per poter essere esercitate che l’evento per cui si scommette si
verifichi alla data di scadenza prevista per l’opzione. Le seconde, conosciute anche come
american binaries, danno diritto ad ottenere il payoff se in qualunque momento durante la vita
dell’opzione, compresa la scadenza, l’evento si verifica. Trattandosi, ad esempio, di un’opzione
call binaria basta che il valore dell’attività sottostante risulti maggiore del prezzo d’esercizio
almeno in una delle quotazioni dell’attività avvenute durante la vita dell’opzione affinché il
detentore abbia diritto ad esercitarla. Per le opzioni one-touch, inoltre, sono previste due diverse
modalità di pagamento del payoff. Questo, infatti, può avvenire già al momento in cui la
condizione limite viene soddisfatta e si parlerà di un’opzione one-touch immediate binary
oppure il pagamento può essere effettuato solo a scadenza e si tratterà di una one-touch deferred
binary. Rispetto alle opzioni at maturity (european binaries) la probabilità di esercizio delle
opzioni one-touch risulta maggiore perché non è necessario al fine dell’esercizio che l’evento si
verifichi alla data di scadenza, ma questo può verificarsi in qualunque momento durante la vita
dell’opzione. Ne consegue da ciò che il premio richiesto per l’acquisto delle opzioni one-touch,
in relazione all’aumento delle probabilità d’esercizio, risulti maggiorato.
Tabella 1 -  Struttura del payoff netto di un’opzione binaria.
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Tabella 2 - Le possibili configurazioni di un’opzione cash-or-nothing.
Tra le opzioni binarie vi sono opzioni, simili alle opzioni cash-or-nothing, e conosciute come
opzioni asset-or-nothing, che prevedono al raggiungimento del prezzo di esercizio la consegna
di una quantità determinata del titolo sottostante, o il pagamento di un controvalore equivalente.
Un’altra tipologia di opzioni binarie è rappresentata dalle opzioni supershare, che presentano,
quando sono esercitate un payoff pari a:
Supershare = 1/d × [ H (S - K) - H (S - K - d) ]
o ciò che è lo stesso:
Supershare  
0       se      S K
1 d     se      K <S < K+d






Questo significa che il detentore, al momento dell’esercizio, otterrà un payoff positivo e pari a
1/d  solo nel caso in cui il valore dell’attività sottostante, S, risulti compreso nell’intervallo [
K¾(K+d) ], il cui limite inferiore è rappresentato dal prezzo d’esercizio. Il payoff per questo
tipo d’opzione, definito da 1/d, è funzione inversa dell’ampiezza dell’intervallo stesso; infatti,
minore è il valore assegnato a  d , maggiore è il payoff. Graficamente quest’ultimo può essere
descritto, per un’opzione supershare, dalla retta spezzata che appare in figura 2.
          Figura 2 - Payoff di un’opzione supershare.
Opzioni at maturity (european binaries)®    l’evento per
cui si scommette deve verificarsi alla data di
scadenza.
Opzioni one-touch (american binaries) ®    l’evento per
 cui  si  scommette  può  verificarsi  in  qualunque
momento durante la vita dell’opzione.
Immediate: il pagamento del payoff avviene
al verificarsi dell’evento.
Deferred:  il pagamento del payoff è
effettuato a scadenza.
d
   K           K+d
    1/d
      S
      VClassificazione delle opzioni binarie e a barriera 12
E’ possibile replicare il payoff di una opzione supershare acquistando un’opzione call ed
un’opzione  put binarie con prezzo strike rispettivamente pari a K e K+d e contemporaneamente
contraendo un debito a tasso fisso di pari scadenza a rendimento certo. Tale replica è
schematizzata per profili di rendimento in figura 3. Per maggior facilità di esposizione
l’operazione è stata suddivisa in due parti. Nella prima serie di tre grafici abbiamo riportato il
profilo che si ottiene dall’acquisto di un’opzione call binaria e di un’opzione put binaria. Nella
seconda serie di tre grafici si delinea il profilo di un’opzione supershare, che si ottiene
contrapponendo al risultato ottenuto dall’acquisto delle due opzioni la vendita del titolo a
reddito fisso.
Binary call Binary put
  Debito a rendimento certo Supershare
Figura 3 - Replica di un’opzione supershare.Opzioni barriera 13
 2S]LRQLEDUULHUD
Le opzioni barriera sono state fra le prime opzioni esotiche ad essere negoziate. Una prima call
del tipo down-and-out appare sul mercato OTC americano già nel 1967
1 ma bisogna attendere la
fine degli anni ottanta per veder emergere anche altre tipologie di opzioni barriera.
Le opzioni barriera sono opzioni che o appaiono (in barrier o knock-in) o scompaiono (out
barrier o knock-out) quando il prezzo dell’attività sottostante raggiunge un determinato valore
H detto appunto barriera. Sebbene nulla vieti l’applicazione di barriere a qualsiasi opzione,
siano esse standard od esotiche, in questa sede saranno considerate solo opzioni che abbiano la
struttura di quelle ordinarie di tipo europeo e che ovviamente presentino una barriera. Le
opzioni barriera, siano esse call o put, possono essere distinte in quattro categorie:
·  up-and-in : il prezzo dell’attività sottostante S deve, prima della scadenza, crescere fino a
raggiungere il valore H. Solo in questo caso il detentore avrà diritto ad esercitare l’opzione;
·  down-and-in : l’opzione “appare” solo nel momento in cui il prezzo dell’attività sottostante
decresce fino a raggiungere il valore H;
·  up-and-out : il detentore perde il diritto ad esercitare l’opzione se, durante la vita della
stessa, l’attività sottostante aumenta fino a raggiungere la barriera;
·  down-and-out : in questo caso il contratto è cancellato se, entro la scadenza dello stesso, il
prezzo dell’attività sottostante raggiunge o va al di sotto del valore barriera H.
Comunemente la barriera si trova nella regione out-of-the-money, ossia è posizionata al di sotto
del prezzo d’esercizio per un’opzione call, al di sopra per un’opzione put. Queste opzioni sono
dette standard (o regular) barrier. Esistono, tuttavia, altre opzioni barriera che si distinguono in
quanto la barriera è posizionata nella regione in-the-money. Tali opzioni, dette reverse barriers,
sono state create in tempi più recenti rispetto alle standard barriers e sono oggetto di una
negoziazione meno intensa. Tutte le opzioni barriera proprio per la presenza della barriera che
limita le possibilità di esercizio hanno premi più contenuti rispetto a quelli previsti per
l’acquisto delle corrispondenti opzioni standardizzate di tipo europeo. In particolare, poi, le
opzioni reverse barriers del tipo out barrier che trovano nella presenza di una barriera un limite
massimo al payoff conseguibile prevedono premi ancora più contenuti.
Appartengono alla categoria delle opzioni standard barrier:
·  down-and-out call: la barriera si trova nella regione out-of-the-money ed ha un valore, H,
inferiore al prezzo di esercizio, K. Affinché l’opzione non scompaia l’attività sottostante
non deve andare al di sotto del valore barriera. Quindi le oscillazioni di prezzo per l’attività
sottostante trovano un limite minimo nel valore barriera. Il detentore di una simile opzione
si aspetta una volatilità bassa ed una tendenza al rialzo delle quotazioni dell’attività
sottostante. Per quanto riguarda il premio, questo diminuisce al diminuire dell’ampiezza
dell’intervallo che va da H, valore della barriera, ad K, prezzo di esercizio.
·  down-and-in call: la barriera si trova nella regione out-of-the-money ed il suo valore, H, è
minore rispetto a K, prezzo di esercizio dell’opzione. In questo caso affinché l’opzione
venga ad esistere occorre necessariamente che durante la vita dell’opzione il valore
dell’attività sottostante diminuisca fino a raggiungere il valore della barriera.
Successivamente il valore dell’attività sottostante dovrà risalire al di sopra di K per
consentirne l’esercizio. Le aspettative di un operatore che investa in questo strumento sono
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di un’alta volatilità dell’attività sottostante. Il premio aumenta al diminuire dell’ampiezza
dell’intervallo H-K.
·  up-and-out put: la barriera si trova nella regione out-of-the-money ed ha un valore superiore
al prezzo di esercizio, K. L’operatore che acquista tale opzione ipotizza bassa volatilità ed
una tendenza al ribasso della quotazione dell’attività sottostante. Al diminuire dell’ampiezza
dell’intervallo tra il prezzo d’esercizio e la barriera diminuirà, di conseguenza, anche il
premio poiché aumenta la probabilità che durante la vita dell’opzione il valore dell’attività
sottostante raggiunga la barriera e “sparisca”.
·  up-and-in put: la barriera si trova nella regione out-of-the-money ed il suo valore sarà, di
conseguenza, superiore al prezzo di esercizio K. Per attivare l’opzione l’attività sottostante
deve aumentare fino a raggiungere la barriera. Perché vi sia convenienza ad esercitare
l’opzione il prezzo deve di nuovo diminuire al di sotto del valore del prezzo d’esercizio.
L’operatore che acquista una siffatta opzione si aspetta dunque grande volatilità del prezzo
dell’attività sottostante. Per quanto concerne il premio, invece, esso diminuisce
all’aumentare dell’intervallo H-K perché, a parità di altri fattori, diminuisce la probabilità
di payoff positivi in caso di attivazione.
Appartengono alla categoria delle reverse barrier, caratterizzate dalla barriera nel lato in-the-
money, le seguenti opzioni:
·  up-and-out call: la barriera si trova nella regione in-the-money e di conseguenza H sarà
maggiore del prezzo d’esercizio K. In questo caso, quindi, la barriera rappresenta un limite
massimo al profitto conseguibile dal detentore, che si aspetta una tendenza solo lievemente
rialzista ed una bassa volatilità. Se, infatti, il valore dell’attività sottostante raggiunge o
supera il valore barriera l’opzione si disattiva. Per quanto riguarda il premio, esso
diminuisce al diminuire dell’ampiezza dell’intervallo K-H poiché aumenta la probabilità che
la barriera venga raggiunta.
·  up-and-in call: la barriera si trova nella regione in-the-money ed avrà un valore maggiore
rispetto al prezzo d’esercizio K. Se la barriera non viene raggiunta l’opzione non viene
attivata. L’operatore, quindi, ipotizzerà una tendenza rialzista che gli permetta di
raggiungere la barriera e di mantenersi in-the-money. Assumendo uno strike pari al prezzo
corrente, il premio aumenta al diminuire dell’ampiezza dell’intervallo K-H poiché la
probabilità di raggiungere la barriera é maggiore.
·  down-and-out put: la barriera si trova nella regione in-the-money ed il suo valore H sarà
inferiore al prezzo d’esercizio K. L’operatore si aspetta una leggera tendenza al ribasso ed
una volatilità contenuta poiché se l’attività sottostante scende al di sotto del valore barriera
l’opzione si disattiva e cessa di esistere. Il premio risulta contenuto poiché il payoff è
limitato e diminuisce al diminuire dell’ampiezza dell’intervallo H-K.
·  down-and-in put: la barriera si trova nella regione in-the-money ed il suo valore H sarà
inferiore al prezzo d’esercizio K. Solo se il valore dell’attività sottostante scende al di sotto
del valore barriera l’opzione diviene attiva.
La struttura delle opzioni barriera può essere ulteriormente complicata dalla presenza di
discontinuità della barriera e/o di rebate. In particolare si parla di discontinuità della barriera
quando questa è una funzione del tempo. In altri termini la barriera svolge la sua funzione solo
in determinati periodi durante la vita dell’opzione e questo ne determina la discontinuità.
Un  rebate, invece, è un pagamento fisso fatto al detentore dell’opzione quando l’attività
sottostante raggiunge la barriera (o non la raggiunge mai nel caso delle knock-in) e può essere
applicato a qualsiasi tipo di opzione barriera, sebbene si tratti di una clausola tipica delle reverse
barrier. Un’opzione che preveda un rebate ha, di conseguenza, un payoff più favorevole per il
detentore. Infatti il rebate può essere considerato come un pagamento fisso riconosciuto in
luogo del payoff quando la barriera è raggiunta. Nel caso, poi, di un’opzione up and out, il
rebate ha anche la funzione di ridurre i problemi di hedging, specialmente quando il valoreOpzioni barriera 15
dell’attività sottostante è vicino a quello della barriera. Infatti, in prossimità della barriera
l’opzione risulta particolarmente “sensibile” alle variazioni del prezzo dello strumento base e, di
conseguenza, il fattore Gamma dell’opzione, che misura questa sensibilità, risulta molto elevato.
Il vantaggio del rebate è quello di possedere un fattore Gamma che si contrappone e quindi fa
diminuire quello di un’opzione up-and-out
2.
Tabella 3 - Risultato netto di una barrier option in caso di raggiungimento della barriera.
Tabella 4 - Risultato netto di una barrier option in caso di mancato raggiungimento della barriera.
Nelle tabelle 3 e 4 si schematizza il profilo del risultato netto a scadenza per le diverse opzioni
barriera trattate rispettivamente nel caso in cui il valore barriera sia stato raggiunto (cfr. tabella
3) e nel caso in cui il valore barriera non sia stato raggiunto (cfr. tabella 4).
Fra le opzioni barriera esistono tipologie anche più complesse. Fra queste ricordiamo le opzioni
corridor¸ le opzioni Mid-Atlantic e le partial barrier.
Le prime, dette anche double barrier, si caratterizzano per la presenza di due barriere, una
inferiore ed una superiore che delimitano il “corridoio” entro cui il valore del titolo sottostante
                                                     
2 Si veda il capitolo sesto relativo alle reverse barrier (ed in particolare l’ultimo paragrafo).
Opzioni barriera ST < K ST > K
In barrier
call -P* ST -K -P*










call -P* ST -K -P*
put K -ST - P* -P*
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può muoversi. Infatti se durante la vita dell’opzione uno dei due valori barriera viene raggiunto
o superato, l’opzione stessa non è più esercitabile.
Le opzioni barriera del tipo Mid-Atlantic (o Bermuda) sono caratterizzate dal fatto che il
monitoraggio della barriera avviene solo a determinati intervalli di tempo.
Le opzioni partial barrier, a loro volta, si caratterizzano per la durata del monitoraggio della
barriera che non copre tutta la vita dell’opzione. Se il monitoraggio ha inizio posticipato rispetto
alla nascita dell’opzione e perdura sino a scadenza, l’opzione è detta forward-start barrier.
Si conclude qui questo capitolo dedicato ad una prima familiarizzazione con le strutture
contrattuali oggetto del nostro lavoro. Nel prosieguo si entrerà rapidamente nel dettaglio,
fornendo uno studio più specifico delle seguenti tipologie di opzioni binarie e a barriera (si tratta
ovviamente di una cernita dei contratti ritenuti più significativi tra quelli che hanno trovato
menzione in queste pagine):
1.  Opzioni binarie di tipo europeo
2.  Opzioni binarie di tipo americano (nella varietà deferred ed immediate)
3.  Opzioni a barriera di tipo regular (down and out call, down and in call, up and out put ed
up and in put)
4.  Opzioni a barriera di tipo reverse (up and out call, up and in call, down and out put e down
and in put).
A ciascuna di queste tipologie sarà dedicato un apposito capitolo. In ciascuno di questi, dopo un
preliminare richiamo alla struttura contrattuale delle opzioni (e relativo payoff), sarà affrontata
nel dettaglio la problematica relativa al pricing delle stesse (derivazione delle formule di
valutazione), per poi arrivare a proporre al lettore un accurato studio del comportamento
dell’opzione e dei relativi indici di sensibilità in funzione delle variabili fondamentali (prezzo
del sottostante, volatilità, vita residua e tasso di interesse); concluderà il capitolo un breve studio
delle possibilità di copertura, dinamica o statica, dei rischi connessi all’utilizzo di tali sofisticati
derivati.
Concluderà il nostro lavoro la presentazione dei risultati ottenuti, a mezzo di simulazioni
numeriche su computer, nel raffronto diretto tra tecniche di copertura dinamiche e tecniche
statiche applicate alle opzioni sopra citate, in presenza di diversi scenari (drift nullo, drift non
nullo, volatilità variabile, etc).&DSLWROR 2S]LRQLELQDULHGLWLSR
HXURSHR
Come abbiamo avuto modo di spiegare nel capitolo precedente esistono diversi tipi di opzioni
binarie, tra cui le due tipologie fondamentali sono chiaramente le binary di tipo europeo e quelle
di tipo americano. Le binary sono dette anche digital o bet  option. In questo capitolo
approfondiremo l’analisi delle opzioni binarie cash or nothing di tipo europeo, mentre quelle
americane saranno l’oggetto d’analisi delle pagine successive. Senza per questo voler anticipare
il contenuto dei capitoli seguenti, è possibile sin d’ora mettere in evidenza come le europee
siano senz’altro più agevolmente trattabili rispetto alle cugine “d’oltreoceano”.
 'HILQL]LRQHHSD\RII
Le opzioni binarie cash or nothing pagano una somma fissa al verificarsi di una determinata
condizione. Sono chiamate opzioni binarie in quanto pagano o tutto o niente (allo stesso modo
con cui il codice binario è composto solo dalle cifre 0 o 1), senza mezze misure e senza premi di
consolazione (non per niente si chiamano anche cash or nothing call e put).
L’opzione binaria di tipo europeo è una scommessa sul livello del prezzo del sottostante a
scadenza, in questi termini: l’opzione binaria call (put) paga una somma determinata X, se il
prezzo finale a scadenza ST è superiore (inferiore) ad un certo livello prefissato K, detto strike
price, nulla in caso contrario. Riassumendo l’opzione binaria europea di tipo call paga:
Mentre l’opzione put:
Alternativamente è possibile utilizzare la funzione di Heaviside “H(.)” (assume valore pari a
uno se l’argomento è positivo, valore zero se l’argomento è negativo o nullo) e scrivere
pertanto:
0   se  ST £ K
X   se  ST > K
0   se  ST > K
X   se  ST£ KOpzioni binarie di tipo europeo 18
Cw = X H(ST-K).
A questo punto risulta alquanto agevole tracciare un grafico di tale payoff:
Figura 1 - Payoff di una binary call
 ,OSUH]]RGLXQ¶RS]LRQHELQDULDGLWLSRHXURSHR
La valutazione di un’opzione binaria call di tipo europeo è di una linearità stupefacente, se si
utilizza il seguente ragionamento
1. Un’opzione binaria call è strutturata esattamente come una
vanilla call modificata in maniera tale che, in caso di esercizio (ST > K), non offra a chi la
esercita la consegna di alcun titolo, e tuttavia, invece di esigere il pagamento dello strike K,
offra al contrario a chi esercita il pagamento di una somma X. Ciò che dobbiamo fare è
semplicemente considerare la formula di Black e Scholes per la valutazione delle vanilla option
ed effettuare le seguenti sostituzioni : S=0 e -K=X (sostituzioni da intendersi in senso
“economico”, e non banalmente algebrico, poiché ad esempio sia K che X sono numeri positivi).
Otteniamo in questo modo:
VeX Nd
rt =
- f 2 16 ,
dove f =1 per le call, f =- 1 per le put; dove inoltre dS K r g t t 2
2 2 =+ - - ln16 38 49 ss ,
in cui g rappresenta il tasso istantaneo con cui il sottostante paga dividendi
2.
Qualora questa comoda esposizione intuitiva non soddisfacesse il lettore, si può utilizzare
l’approccio probabilistico per una più rigorosa derivazione della formula sopra presentata.
Prima di tutto la probabilità di esercizio può essere così calcolata
3:
PS K Px K S Pu K S xx f f f f f f m s w >= > = > - = ln ln 16 16 27
=> - = Pu d Nd f f f 22 16 ,







 ovvero nient’altro che la variabile x standardizzata,
m s x rg t =- -
2 2 38  è la media con cui si distribuisce x (siamo in presenza delle solite ipotesi
                                                     
1 Si veda Rubinstein e Reiner (1991b).
2 Si veda, a proposito dei dividendi, anche il secondo paragrafo del primo capitolo (pag 4-6).
3 Si veda anche Zhang (1997: 393).
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circa il movimento dei prezzi), ss x t =  è la deviazione standard di x , mentre d2 coincide
con la definizione che ne abbiamo dato sopra. A questo punto, poiché, a scadenza, con
probabilità risk neutral  Nd 2 16  la nostra opzione pagherà la somma X, mentre con probabilità
1 2 - Nd 16 27  il payoff sarà nullo, abbiamo tutti gli elementi per valutare, in base all’approccio
probabilistico, l’opzione nel seguente modo:
Ve N d X N d eX N d
rt rt =× - + × =
-- 01 22 2 16 27 16 16 ;
il risultato ottenuto corrisponde a quanto ci aspettavamo.
 &DUDWWHULVWLFKH JHQHUDOL GHOOH HXURSHDQ GLJLWDO
RSWLRQ
Prima di osservare come sia possibile implementare una efficace copertura statica attraverso
l’uso di vertical spread e confrontare l’efficienza di tale soluzione con quella di un più
tradizionale  Delta hedging, è opportuno farsi un’idea più precisa delle caratteristiche peculiari
delle binarie di tipo europeo. A tal fine può risultare vantaggioso studiare il grafico 2, il quale
mette in relazione il valore dell’opzione con il prezzo del sottostante e la vita residua
dell’opzione stessa. Le ipotesi ambientali (volatilità e tasso) e contrattuali (strike e payoff) alla
base del grafico proposto sono le seguenti:  s ==== 15% 5% 105 100 ,, , rKX .
















Figura 2 - Il premio di una european digital (K=105) in funzione del prezzo e della vita residua
Non è difficile notare come l’opzione, man mano che si avvicina la data di scadenza, tenda a
diventare decisamente più instabile. In sostanza il passare del tempo accentua l’impennata che il
Delta subisce in corrispondenza dello strike, nei cui dintorni il comportamento dell’opzione è
decisamente brusco. Ciò è ovviamente dovuto alla natura “dicotomica” dell’opzione binaria che,
come detto, paga o tutto o niente, senza mezze misure. Il passare del tempo rende ilOpzioni binarie di tipo europeo 20
comportamento dell’opzione più brusco per la banale ragione che diminuisce nettamente le
probabilità che l’opzione passi dallo stato out of the money allo stato in the money o viceversa;
la conseguenza è che un’opzione out of the money è assai probabile che rimanga tale, con ovvio
detrimento del suo valore, mentre la considerazione speculare vale per l’opzione in the money.
Al passaggio del tempo deve dunque risultare (per le put vale l’opposto):
Vt Vt p e r F K t 16 16 <> 1 ,
Vt Vt p e r F K t 16 16 >< 1 ;
dove V rappresenta il valore dell’opzione, K è lo strike, Ft  è il prezzo corrente a termine,
mentre t  misura la vita residua dell’opzione (e chiaramente è tt 1 < ). In effetti, partendo dalle
medesime ipotesi alla base della costruzione del grafico 2 e prendendo come base di riferimento
per esempio un prezzo spot di 125$, il valore dell’opzione passa dai 91$ circa in corrispondenza
di una vita residua di nove mesi ai 98$ riscontrabili a tre mesi dalla scadenza. Alle medesime
condizioni, ma con uno spot di 90$, l’opzione passa da un valore di 16$ circa ad uno di soli
2,7$. Il grafico della funzione Delta (figura 3) può aiutare a meglio comprendere il
comportamento di una digital europea.













Figura 3 - Delta di una european digital (K=105) in funzione del prezzo e della vita residua
In accordo con le considerazioni svolte appena sopra, il Delta tende, col passare del tempo, a
presentare un picco nella fascia di prezzo intorno allo strike. Infatti tende a diminuire per prezzi
lontani dallo strike e ad aumentare vistosamente in corrispondenza dello stesso. Si pensi del
resto cosa possa significare per le chances di esercitabilità finale di una digital anche solo un
minimo movimento favorevole del sottostante quando il prezzo dovesse trovarsi poco al di sotto
dello strike e la vita residua ammontasse a poche settimane. In effetti il Delta, in corrispondenza
dello strike, al diminuire della vita residua da nove a tre mesi, passa (valgono le solite ipotesi
circa condizioni contrattuali, volatilità e tasso) da 2,7 a 4,9 circa. Per prezzi lontani dallo strike,
come detto, si verifica il fenomeno opposto: in corrispondenza ad esempio di uno spot di 125$ il
Delta passa da 0,67 (nove mesi di vita residua) a 0,19 (tre mesi a scadenza); per uno spot pari a
90$ il Delta diminuisce da 2,1 a 0,9. Il grafico comunque non si limita a confermare quanto
detto, ma presenta altresì una curiosità: la sua conformazione non è, come ci si potrebbe
superficialmente aspettare, del tutto simmetrica intorno allo strike, ma presenta, per valori dellaCaratteristiche generali delle european digital option 21
vita residua sufficientemente elevati, una tendenza a vedere il proprio asse di simmetria fissarsi
in corrispondenza di valori del prezzo più bassi. Questa tendenza della funzione Delta a
raggiungere il proprio apice (in presenza di una elevata vita residua) prima dello strike, si spiega
con il drift positivo che guida i movimenti del prezzo del sottostante: esso aumenta in maniera
significativa la probabilità che il sottostante raggiunga a scadenza valori superiori allo strike e
ciò in misura tanto più incisiva quanto maggiore è la vita residua della digital (quanto maggiore
è la vita residua dell’opzione, tanto maggiore è il tempo a disposizione del drift per agire sul
prezzo). Tale aumento di probabilità è così forte da rendere meno sensibile il valore
dell’opzione a variazioni favorevoli del sottostante già a partire da prezzi posti
(momentaneamente) al di sotto dello strike. Infatti, posto re == 5% 9 t mesi (vita residua), il
Delta dell’opzione raggiunge il suo apice per valori del prezzo pari a 100$ (e qualcosa);
passando ad un tasso del 10%, l’apice viene invece raggiunto per prezzi intorno ai 96,5$
(dunque sensibilmente inferiori). Altro aspetto degno di nota è la perfetta somiglianza esistente
tra la funzione Delta della digital e la funzione Gamma di una vanilla (il che poi implica
evidentemente una coincidenza di andamento anche tra valore della digital e Delta di una
vanilla, che non sarà sfuggita al lettore esperto).
Non rappresenterebbe operazione ardua l’offrire un’interpretazione matematica dell’analogia in
questione: quello che tuttavia preme qui osservare è la conseguenza di una tale analogia sulle
tipologie di rischio che ad esempio il writer si trova ad affrontare in sede di copertura. Si osservi
a questo proposito l’andamento della funzione Gamma di una digital (figura 4).

















Figura 4 - Funzione Gamma di una digital europea (K=105) in funzione del prezzo e della vita residua
L’analogia sopra menzionata tra Delta della digital e Gamma della vanilla (coefficiente questo
dotato evidentemente di un andamento meno regolare rispetto al Delta della medesima vanilla)
spiega la maggiore variabilità presentata dal Gamma dell’esotica. Dalla figura 4 è facile arguire
le caratteristiche di risk reversal (inversione del rischio) dell’opzione. Gli anglosassoni usano
questo termine per indicare un repentino cambiamento di segno nella funzione Gamma in
corrispondenza di un determinato livello del prezzo del sottostante. Tale caratteristica risulta
particolarmente evidente nelle binarie man mano che ci si avvicina alla scadenza: per valori del
prezzo inferiori allo strike l’opzione presenta Gamma positivo, per poi assumere un Gamma
negativo quando il prezzo supera lo strike (vale ovviamente l’opposto per le put). Ad esempio,
nel solo range di prezzo compreso tra 100 e 107$, in presenza di una ridotta vita residua (unOpzioni binarie di tipo europeo 22
paio di settimane), la funzione Gamma passa da 1,95 a -1,8 in soli 7$ di variazione del
sottostante. Sempre in corrispondenza dello strike, come del resto è facile dedurre osservando la
figura 2, cambia anche il comportamento del valore dell’opzione in funzione del tempo (né del
resto potrebbe essere altrimenti se si pensa alla consueta complementarietà
4 tra effetto Theta ed
effetto Gamma): come si è già fatto notare, sotto lo strike infatti si manifesta un’erosione
temporale del valore dell’opzione (time decay), mentre si verifica l’esatto opposto per valori del
prezzo superiori allo strike. Dunque l’emittente l’opzione digital perde sull’effetto Gamma e
guadagna sull’effetto Theta fintanto che l’opzione rimane out of the money, mentre la situazione
si capovolge completamente quando l’opzione entra in the money. Chiaramente una tale
caratteristica di inversione del rischio può creare qualche problema al trader che cercasse di
coprire il rischio Gamma (dovuto alla non sempre puntuale compensazione tra effetto Gamma
ed effetto Theta) utilizzando strumenti sprovvisti di una tale feature.
Quanto al coefficiente Vega (la derivata prima del premio rispetto alla volatilità del sottostante)
il lettore potrà facilmente prevederne l’andamento analogo a quello del Gamma: la figura 5
conferma del resto l’attesa somiglianza con tale funzione. L’andamento sinusoidale della
funzione  Vega si spiega piuttosto facilmente: quando l’opzione è out of the money ogni aumento
della volatilità del sottostante evidentemente non potrà che essere bene accetto, dal momento
che andrà ad aumentare la probabilità che l’opzione ha di entrare in the money; al contrario
quando l’opzione dovesse trovarsi già in the money, l’interesse del detentore è al contrario che
la situazione rimanga “congelata”, dal momento che la binary non potrebbe mai offrirgli più di
quanto già non gli offra; la conseguenza è un Vega negativo (un aumento della volatilità
aumenterebbe la probabilità dell’opzione di tornare o finire out of the money). Per quanto
riguarda l’effetto della volatilità di partenza sul Vega, questo sarà chiaramente diverso a seconda
del grado di vicinanza dello spot allo strike: per valori del prezzo lontani dallo strike una bassa
volatilità di partenza implica una probabilità di cambiamento di “campo” (passaggio dallo stato
out of the money a quello in the money o viceversa) estremamente bassa, e dunque anche una
bassa sensibilità in termini assoluti del premio rispetto a variazioni della volatilità; al contrario,
sempre in presenza di una bassa volatilità di partenza, un prezzo vicino allo strike implica una
forte sensibilità della probabilità di “cambiamento di campo” a variazioni della volatilità che, in
prossimità appunto dello strike, possono in effetti risultare determinanti: il risultato consiste in
un  Vega particolarmente elevato in termini assoluti. Chiaramente per elevate volatilità di
partenza il ragionamento si inverte: per prezzi vicini allo strike la probabilità di cambiamento di
campo è così elevata da risultare poco sensibile a variazioni ulteriori della volatilità, mentre ciò
non avviene per prezzi sufficientemente lontani, in virtù dei quali (grazie anche alla volatilità di
partenza sufficientemente alta) la medesima probabilità ha ancora margini sostanziosi di
aumento.
                                                     
4 In effetti è possibile dimostrare come l’impianto di valutazione “alla Black e Scholes”, il quale presuppone la
copertura della posizione in opzioni, implichi inevitabilmente (per variazioni infinitesime del tempo ed assumendo
flussi monetari rigorosamente a scadenza) una vicendevole compensazione tra effetto Gamma ed effetto Theta.Caratteristiche generali delle european digital option 23





















Figura 5 - Vega di una digital call europea (K=105) in funzione del prezzo e della volatilità di partenza
Le considerazioni svolte sin qui con riferimento a diversi livelli di volatilità (di partenza) sono
evidentemente “riciclabili” per spiegare l’andamento del Vega in corrispondenza di diversi
livelli della vita residua: del resto una bassa vita residua significa una bassa volatilità
complessiva (considerata sull’arco della variazione complessiva del sottostante dall’inizio alla
fine della vita dell’opzione) e viceversa.
Resta da esaminare (tra le greche degne di attenzione) il solo Theta, ovvero la derivata prima del
premio rispetto al tempo (o meglio la vita residua dell’opzione). Esso misura la perdita o
l’aumento di valore dell’opzione al passaggio del tempo. L’impianto classico di valutazione
delle opzioni prevede una stretta complementarietà tra tale greca ed il Gamma visto poc’anzi (in



























































Figura 6 - Theta di una digital call europea (K=105) in funzione del prezzo e della vita residua
In effetti il lettore non mancherà di ravvisare nella figura 6, riportante l’andamento del Theta in
funzione del prezzo del sottostante e della vita residua, una forte analogia con quanto visto in
figura 4. Quando il Gamma raggiunge i massimi valori in termini assoluti, ecco inevitabilmente
il Theta fare altrettanto. In sostanza l’opzione tende a perdere valore, al passaggio del tempo,
per prezzi inferiori allo strike (quando l’hedger, lungo sulla posizione in opzioni, guadagna
invece sull’effetto Gamma), e a guadagnarne invece per prezzi più alti (quando invece il
medesimo  hedger perde sull’effetto Gamma). Le ragioni di tale andamento sono
fondamentalmente le stesse che abbiamo visto per il Vega. Del resto il fattore tempo è assai
spesso, nella sua influenza sul comportamento dell’opzione, assimilabile al fattore volatilità.Copertura tramite dynamic hedging 25
 &RSHUWXUDWUDPLWHG\QDPLFKHGJLQJ
Come certamente il lettore saprà, il dynamic hedging di un’opzione, vanilla e non, consiste in
sostanza nel mantenimento di una posizione (corta o lunga a seconda dei casi) di entità D (pari
alla derivata prima del premio rispetto al prezzo del sottostante) nell’underlying. Ciò consente,
per movimenti del prezzo contenuti, di neutralizzare il cosiddetto “rischio direzionale”.
Purtroppo l’hedger che utilizzasse una tale tecnica non può essere del tutto sicuro di non
riportare perdite anche significative. Effetto Gamma ed effetto Theta (ovvero perdite e guadagni
derivanti rispettivamente dalla curvatura del profilo del premio dell’opzione e dal time decay del
valore della stessa) si compensano nella teoria del modello astratto ma non sempre (esattamente
quasi mai) nella pratica di mercato di ogni giorno. Tale divergenza si spiega in particolare con
l’inevitabile “discretizzazione” cui deve soggiacere la copertura in condizioni reali: diventa
impossibile dare luogo a quel ricalibramento continuo della posizione nel sottostante che invece
il modello di pricing postula. A ciò si aggiunge la tendenza dei prezzi reali a muoversi non
proprio esattamente secondo i dettami del moto Browniano, ma più spesso secondo particolari
trend o schemi ricorrenti.
Ovviamente un Gamma di dimensioni non trascurabili tende ad aggravare notevolmente la
situazione. Le digital, a causa della discontinuità del loro payoff, possono presentare, in casi
estremi (leggasi: a breve tempo dalla scadenza), Gamma tendenzialmente infiniti. In casi del
genere un utilizzo pedissequo e sistematico della tecnica di delta hedging può portare a
sgradevoli sorprese.
Abbiamo effettuato una serie di mille simulazioni numeriche relative alla copertura tradizionale
(delta hedging) di una cash or nothing call (in vendita) con strike 100, sottostante di partenza
99, vita residua di un anno (la posizione in opzioni verrà mantenuta e coperta rigorosamente
fino a scadenza con ricalibramenti giornalieri della posizione nel sottostante), volatilità annua
dell’underlying pari al 20%, tasso senza rischio dell’8% e tasso pagato sui dividendi pari al 5%.
Il risultato medio ottenuto è stato una perdita pari allo 0,655% del premio iniziale. Si tratta di
una perdita di entità trascurabile (soprattutto se si tiene conto del fatto che l’opzione è stata
venduta al solo valore teorico, calcolato per mezzo delle formule già esaminate basate



















































































Figura 7 - Dispersione dei risultati da dynamic hedging di una cash or nothing callOpzioni binarie di tipo europeo 26
Ben più preoccupante è semmai la dispersione (deviazione standard) di tale risultato, fissata
intorno al 20%, ovvero quattro volte la dispersione rilevabile (in condizioni sostanzialmente
analoghe) per una più semplice vanilla. Se poi volessimo più realisticamente ipotizzare la
presenza di una volatilità variabile (in contrasto dunque con l’impianto classico di valutazione
delle opzioni) la deviazione standard del risultato arriverebbe facilmente a superare il 30%. Il
grafico rappresentato in figura 7 rappresenta la dispersione sopra menzionata (ottenuta cioè per
il caso di volatilità variabile). Come si vede, in casi particolarmente sfortunati le perdite
possono arrivare al 100% del premio ed oltre.
In definitiva, come accennato, un utilizzo senza correttivi delle tecniche tradizionali di hedging
non è perseguibile, a meno di non volersi assumere rischi non trascurabili. Se proprio si vuole
ricorrere al delta hedging è opportuno rinunciare quantomeno ad un suo impiego a breve tempo
dalla scadenza, assumendo piuttosto un cosciente rischio direzionale.
 &RSHUWXUDVWDWLFDWUDPLWHYHUWLFDOVSUHDG
La caratteristica di risk reversal delle opzioni binarie europee rende particolarmente adatta per
tali strumenti finanziari la copertura attuata tramite strutture di natura analoga.
Supponiamo di dover coprire una digital con strike pari a 100 e che, qualora il prezzo finale
risulti superiore allo strike, paghi la somma di 100$. A questo fine intendiamo utilizzare i
vertical spread. Un esempio di vertical spread è la combinazione di opzioni formata da una call
in acquisto e da una call in vendita, con quest’ultima contraddistinta da uno strike più alto di
quella in acquisto.
Supponiamo allora l’acquisto di una vanilla call con strike pari 100, nonché la vendita di una
medesima vanilla, ma con strike pari a 100,01 (la ragione per cui gli strike sono stati scelti così
vicini verrà chiarita in seguito).
A questo punto tracciamo su di uno stesso grafico i payoff (netti dei premi) delle due vanilla:
Figura 8 - Payoff delle singole componenti di un vertical call spread
Ovviamente nel grafico le proporzioni tra le parti sono state volutamente alterate per rendere il
tutto più leggibile. Ad ogni modo per ottenere il payoff (netto dei premi) del vertical spread
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Figura 9 - Payoff di un call spread
Depurando il grafico dell’incidenza dei premi otteniamo il payoff lordo del vertical spread:
Figura 10 - Payoff lordo di un vertical call spread
La struttura del payoff del vertical spread è analoga a quella della digital, e questo è tanto più
vero quanto più vicini vengono scelti gli strike. Come vedremo in seguito una diminuzione della
distanza tra gli strike porta ad un aumento del numero degli spread da utilizzare nella copertura:
la somma verticale dei payoff aumenta la pendenza del tratto inclinato positivamente e rende
dunque il payoff complessivo molto più simile al payoff della digital, con conseguente maggiore
efficienza della copertura. In effetti la differenza fondamentale tra uno spread ed una digital sta
nel fatto che, mentre la digital paga tutto il pagabile anche se il prezzo finale è superiore allo
strike di una quantità infinitesima, il vertical spread, al contrario, paga una somma
proporzionale alla misura con cui il prezzo finale risulta superiore al primo strike (quello della
vanilla in acquisto), a meno che, naturalmente, il prezzo finale non superi anche il secondo
strike (quello della vanilla in vendita). Del resto ciò è evidente se si fa caso all’inclinazione
positiva del grafico dello spread per valori di S compresi tra i due strike. Nell’ultima figura
riportata si è messo in evidenza il guadagno che la struttura offre nel passaggio da un prezzo
inferiore o pari al primo strike ad un prezzo pari o superiore al secondo: tale guadagno (per un
gioco di costruzione: l’angolazione delle “rampe” è di 45°) è esattamente pari alla differenza tra
gli strike. Per compensare i 100$ offerti, in caso favorevole, dalla digital, occorrerà quindi
assumere una posizione opposta per un ammontare di 10000 unità di vertical spread: infatti
ogni spread offre un payoff (che noi pagheremo avendo venduto gli spread) pari a 0,01$ (in
caso di prezzo superiore anche al secondo strike), ma siccome la digital paga ben 100$ in caso
di prezzo finale superiore allo strike, evidentemente dovremo vendere 100/0,01=10000 spread.







dove X è il payoff offerto in caso favorevole dalla digital, mentre K1 e  K2  rappresentano il
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¨  Ritornando per un attimo alla questione della vicinanza tra gli strike, occorre ricordare che
esistono limiti ben precisi nella possibilità di sceglierli il più vicini possibile, se non altro per
l’esistenza di una differenza minima di prezzo, il tick
5. Essa rappresenta per l’appunto quella
quantità minima nella cui misura due prezzi devono differenziarsi (a causa dei regolamenti o
della prassi dei mercati). In altre parole un prezzo può essere superiore od inferiore al
precedente per una quantità non inferiore al tick, che, nel nostro esempio, abbiamo assunto pari
a 0,01. Per le opzioni quotate in borsa la distanza tra due strike contigui è di solito ben superiore
ad un tick. Esistono inoltre regole atte ad impedire l’aggiramento della norma: non è infatti
possibile acquistare ad esempio dallo stesso operatore la stessa attività, in parte pagandola
100,01 ed in parte 100,00 , ottenendo quindi un prezzo intermedio illegale.
Nel prossimo paragrafo ci occuperemo dei rapporti esistenti tra la forma di riproduzione
sintetica della digital appena mostrata (il vertical spread con strike tendenti a coincidere) e la
digital stessa, in presenza di un fenomeno molto particolare detto skew. Nell’ultimo capitolo
(insieme alle altre soluzioni per le altre tipologie di opzioni) confronteremo finalmente la
soluzione “statica” appena esposta con quella “dinamica” (ottenuta attraverso il Delta hedging)
e cercheremo di stabilire, se possibile, quale delle due risulti, a conti fatti, la più efficiente e
precisa.
 ,OFDVRGHOODSUHVHQ]DGLVNHZ
In questo paragrafo cercheremo di chiarire cosa determina, ai fini della valutazione delle digital,
la presenza di un fenomeno detto skew, sostantivo usato dagli anglosassoni per indicare una
“asimmetria” nelle volatilità implicite nelle valutazioni di opzioni con strike diversi.
Supponiamo di dover replicare una digital con strike pari a 100$, scadenza di qui a tre mesi, e
che, in caso favorevole, paghi una somma pari a 100$ (inoltre assumiamo per semplicità tasso
d’interesse nullo e volatilità pari a 15,7%). Il valore di questa opzione calcolato secondo il
modello sopra esposto è 49,6$. Supponiamo di utilizzare per la replica del payoff della digital 100
vertical spreads con strike 99,50 e 100,50 (rispettivamente per il call in acquisto e per quello in
vendita), e facciamo l’ipotesi che, in questo mercato, i movimenti del prezzo abbiano un “passo”
minimo pari ad 1$, anche perché altrimenti, con gli strike che abbiamo scelto, rischieremmo uno
sgradevole “buco” nella copertura/replica. In condizioni normali (impossibilità di arbitraggi) il
costo della replica e quello teorico della digital dovrebbero circa equivalersi. In effetti, per una
perfetta coincidenza tra i due valori, la differenza tra gli strike delle opzioni componenti lo spread
dovrebbe tendere a zero e, di conseguenza, il numero dei vertical spread dovrebbe essere
tendenzialmente infinito. Ipotizzando, per semplicità, di poter prescindere da questo problema,
resta tuttavia quello dell’eventuale presenza di skew. Supponiamo infatti che, ad esempio, il
vanilla call con strike pari a 99,50$ sia dotato di una volatilità implicita superiore di un punto
percentuale rispetto a quella della 100,50 call (skew negativo). In questo caso, evidentemente, la
costruzione del vertical spread risulterà più onerosa ed il prezzo della digital, per mantenere
l’equivalenza, dovrà salire fino a raggiungere i 69$.
Nell’esempio appena illustrato naturalmente si è un po’ calcato la mano allo scopo di rendere
più evidente il problema, anche se, in certe condizioni, ad esempio in un mercato con aspettative
al ribasso in un contesto fortemente ansioso, questo scenario non è più così surreale.
In base a quanto visto possiamo tentare un approccio al pricing delle digital che, basato sul
costo di riproduzione attraverso spread, possa tenere conto anche della presenza eventuale di
skew. Posto K lo strike della digital, C(x) la valutazione di una vanilla call con strike x, ed h la
distanza tra gli strike delle due vanilla che compongono lo spread, possiamo quindi esprimere il
valore di una digital (che in caso favorevole paghi 1$) nel seguente modo
6:
                                                     
5 Si veda anche Taleb (1997: 277).












In questa formula il numeratore della frazione al secondo membro esprime il costo di
riproduzione di un vertical spread, mentre il fattore moltiplicativo  1 h 16  serve per tenere conto
del numero di spread necessario per replicare perfettamente la digital (che come detto paga 1$:
se pagasse la somma generica X il fattore moltiplicativo sarebbe evidentemente  Xh 16 ). Il
secondo membro dell’equazione può essere anche visto come la derivata (cambiata di segno)
del valore di una vanilla call rispetto allo strike. Per valori di h sufficientemente elevati il
risultato offerto dalla formula coincide con il valore dell’opzione calcolato con il più
tradizionale metodo alla Black e Scholes. D’altra parte, in presenza di skew, potremmo

















In effetti ¶¶ CK  è, come sopra ricordato, solo un altro modo per scrivere la formula
precedente senza skew (V),  ¶¶ s C  è il vega della vanilla (la sensibilità del valore del call a
variazioni della volatilità), mentre ds dK  misura l’effetto skew, ovvero di quanto varia la
volatilità implicita al variare dello strike (dK  è la differenza tra gli strike delle due vanilla che
costituiscono lo spread): in altre parole il secondo addendo rappresenterebbe un fattore di
correzione volto a quantificare l’effetto sul costo della prima vanilla (quella in acquisto) di una
volatilità implicita crescente con il passaggio dal secondo strike (quello dell’opzione in vendita)
al primo o, alternativamente, in caso di volatilità crescente con il passaggio dal primo al
secondo strike, l’effetto di tale skew sul ricavato dalla vendita della seconda vanilla (in teoria
dovremmo dunque usare due vega diversi a seconda del tipo di skew, ma, data la vicinanza tra i
due strike, possiamo utilizzarne uno solo approssimato per entrambi i casi).
Un esempio può essere utile in vista di un utilizzo concreto della formula proposta.
Immaginiamo di avere a che fare con una digital a tre mesi con strike pari a 100$; supponiamo
inoltre che, nel passaggio da uno strike di 99,50$ ad uno di 100,50$ (gli strike dello spread), la
volatilità implicita aumenti di 0,5 unità: l’effetto skew sarebbe dunque pari a 0,5/1=0,5. Il prezzo
spot è pari a 100$, mentre il vega di un call at the money a tre mesi dalla scadenza è pari a 0,190.
Il prezzo (approssimato) della digital sarà dunque:
V il valore alla Black e Scholes S =- ´ ´ = 04 9 6 01 9 05 1 04 0 1 ,( ) , , ,.
Il prezzo risulta evidentemente inferiore a quello offerto dalla formula tradizionale per la
seguente ragione (implicita in quanto già esposto): uno skew positivo (volatilità implicita
crescente con gli strike) implica un premio relativo alla seconda vanilla (quella in vendita) più
alto e dunque un minore esborso per la costruzione dello spread che replica la digital.
 0HWRGRORJLHGLWUDGLQJ HGLFRSHUWXUDGLQDPLFD
FRQFOXVLRQL
In base a quanto detto finora, le possibilità di una copertura credibile sembrerebbero restringersi
a due soli casi: il dynamic hedging attraverso operazioni sul sottostante e lo static hedging
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attraverso la replica del payoff della digital effettuata tramite vertical spreads. Lo static hedging
delle  digital europee è stato introdotto per aggirare un problema piuttosto grave insito
nell’applicazione del tradizionale Delta hedging alle digital: il rischio Gamma. Sotto il profilo
puramente teorico, come già si è avuto modo di accennare, il Gamma piuttosto accentuato (il
“piuttosto” è per la verità un eufemismo: in certe condizioni il Gamma della digital può
assumere valori oltre dieci volte superiori a quelli raggiungibili da una vanilla) delle digital non
dovrebbe rappresentare un problema: dovrebbe infatti essere completamente bilanciato
dall’effetto  Theta, ovvero dal time decay dell’opzione (che nel caso delle digital, soprattutto
appunto in prossimità della scadenza, è in grado, al di sotto dello strike, di “spolparsi”
rapidamente il valore dell’opzione, e di fare l’esatto opposto al di sopra dello stesso). In realtà
tuttavia tale argomentazione regge completamente solo in condizioni ideali: in presenza di
riassestamenti non continui del Delta da parte del trader ed in presenza di trend (al rialzo o al
ribasso) più o meno diffusi (si tratta peraltro di condizioni facilmente riscontrabili sul mercato)
la posizione dell’operatore che si copra sul sottostante diventa assai meno tranquilla. Come ben
sappiamo infatti l’effetto Gamma, al di sotto dello strike, gioca già a sfavore del writer, ma può
essere esasperato da una mancanza di tempestività nel ricalibrare il Delta, specialmente quando
il prezzo tende a muoversi appunto secondo trend più o meno prolungati (contravvenendo
quindi alle ipotesi di fondo circa il movimento casuale dei prezzi che stanno alla base del
pricing alla Black e Scholes).
Tuttavia la soluzione al problema rappresentato dal rischio Gamma non è offerta soltanto da un
contesto di copertura statica: esiste infatti una terza possibilità definibile genericamente di
trading probabilistico. Tale metodologia consiste in sostanza nel trattare le opzioni digital come
fossero delle vere e proprie scommesse sul valore futuro del prezzo: il trader si costruirebbe un
portafoglio di numerose digital diverse ed agirebbe da vero e proprio bookmaker; chiaramente,
agendo da bookmaker, cercherebbe di raccogliere scommesse di segno opposto (che si
compensano tra loro), tollerando lievi differenze tra gli strike delle posizioni contrapposte. Per
fare un prezzo sulle scommesse aperte (non bilanciate) utilizzerebbe, nelle proprie previsioni
circa il prezzo futuro, non la distribuzione risk-neutral, che presupporrebbe la copertura delle
opzioni, bensì una propria distribuzione soggettiva di probabilità.
Questo approccio alla gestione delle opzioni digital risulterebbe particolarmente appropriato
soprattutto in prossimità della scadenza delle opzioni, quando cioè la copertura dinamica dei
derivati, complice l’intensificarsi del rischio Gamma, non offrisse sufficienti garanzie di risultati
stabili (e possibilmente non negativi).&DSLWROR 2S]LRQLELQDULHGLWLSR
DPHULFDQR
In questo capitolo oltre a trattare l’utilizzo concreto delle digital americane e quindi le
difficoltà concrete riscontrabili nella loro copertura si cercherà di offrire anche una
spiegazione il più esauriente possibile dell’impianto di valutazione delle stesse. La rilevanza
che, in termini di spazio, verrà riconosciuta in questo capitolo all’aspetto pricing è dovuta
principalmente alla parentela che accomuna le digital americane alle opzioni barriera, oggetto
d’analisi dei capitoli seguenti. Tale parentela si sostanzia nella presenza di una barriera di
prezzo (che non va confusa con lo strike price delle binarie europee) rilevante ai fini del payoff
durante tutto l’arco di vita dell’opzione: è esattamente questa caratteristica ad avvicinare le
digital americane alle opzioni barriera in misura più convincente che non alle binarie europee.
Non è dunque un caso il fatto che alla base della valutazione tanto delle barrier options quanto
delle binarie americane ci sia la medesima funzione di densità probabilistica proposta nel 1965
da Cox e Miller.
Cercheremo in questo capitolo di offrire una panoramica approfondita circa modalità e
difficoltà inerenti alla copertura di tali binarie. Già in precedenza si è avuto modo di anticipare
l’indocilità presentata da questo tipo di opzioni; si è anche rimarcato come, a questo riguardo,
le americane si rivelino più pericolose delle cugine europee. La ragione di questa maggiore
“problematicità” è da ricercarsi evidentemente nella caratteristica distintiva di tali binarie
rispetto a quelle già esaminate (le europee): la caratteristica di “maturabilità” anticipata delle
stesse.
 'HILQL]LRQHHSD\RII
L’opzione binaria americana si differenzia, come già accennato, dalla digital europea per il
semplice fatto che non richiede, per l’esercizio, un prezzo a scadenza maggiore o minore di un
dato livello (strike price) ma si accontenta che venga toccato anche solo momentaneamente da
parte del prezzo un determinato livello “barriera” in un qualsiasi momento precedente la
scadenza.
Non è un caso quindi se tali binarie vengono anche definite one touch (un solo tocco) dagli
anglosassoni: è sufficiente che il prezzo del sottostante “tocchi” in qualsiasi momento la
barriera perché l’opzione (di qui la sua natura binaria) paghi una determinata somma di
denaro. Tale somma potrà essere corrisposta immediatamente oppure a scadenza: nel primo
caso si parla di una one touch immediate binary, nel secondo di una one touch deferred binary.Opzioni binarie di tipo americano 32
La prima tipologia è di più difficile valutazione rendendosi evidentemente necessaria
l’individuazione di una distribuzione di probabilità che permetta il calcolo del tempo “medio”
in cui (per l’appunto in media) dovrebbe verificarsi il fatidico “tocco”: solo ciò rende possibile
una corretta attualizzazione del payoff offerto dalla digital.
In termini più formali, posto pari ad H il livello di prezzo barriera, posta uguale a B la somma
di denaro pagata dalla digital in caso di esercizio e definita la variabile  Mt
T  nel seguente
modo (il prezzo massimo raggiunto in un intervallo di tempo):
MS s s t T t
t
*
=Î max , 16 =B ,
dove  tT ,  rappresenta l’insieme di numeri reali destinati al computo del tempo dalla data t
fino alla scadenza T  (ovvero l’intervallo di tempo), siamo in grado di esprimere il payoff di













Naturalmente una struttura analoga, mutatis mutandis, presentano le digital put. Nel prosieguo
del lavoro chiameremo le digital americane con barriera posta al di sopra del prezzo del
sottostante (poco fa denominate, in analogia con le europee, digital call) up and in cash or
nothing, quelle con barriera inferiore down and in cash or nothing.
 3ULFLQJGHOOHGLJLWDODPHULFDQH
Si è già avuto modo di ricordare come la valutazione delle binarie americane, al pari delle
barrier options, richieda l’utilizzo di una particolare funzione di densità probabilistica messa a
punto in Cox e Miller (1965). Tale funzione di densità consiste in una distribuzione dei prezzi
a scadenza condizionata al mancato raggiungimento della barriera durante tutto l’arco della
vita residua dell’opzione. In altri termini questa funzione di densità ci dice, per ogni livello di
prezzo a scadenza inferiore (o superiore nel caso di una put) alla barriera, il grado di
probabilità (la densità di probabilità) con cui il prezzo può raggiungere a scadenza quel dato
livello senza mai toccare la barriera. Viceversa un prezzo a scadenza superiore, nel caso di una
call, od inferiore, nel caso di una put, alla barriera, è raggiunto certamente con una traiettoria
che attraversa la barriera. La funzione comunque non è propriamente riferita ai prezzi tout-
court del sottostante, bensì ai logaritmi degli stessi (in verità i logaritmi del rapporto tra prezzo
corrente e prezzo iniziale): ciò si rende necessario per via del fatto che sono i ritorni, calcolati
come logaritmi dei prezzi a distribuirsi normalmente, e ciò in virtù del moto Browniano
aritmetico da essi seguito, in contrapposizione con il moto geometrico dei prezzi tout-court,
che conduce ad una distribuzione futura di tipo lognormale. In questa sede si cercherà di
offrire una derivazione intuitiva della funzione ottenuta da Cox e Miller. Il linguaggio
utilizzato a tal fine è un linguaggio preso a prestito dalla termodinamica: la ragione di tale
scelta risiede nella maggiore evocatività che una particella fisica, da un punto di vista
intuitivo, sicuramente possiede rispetto al logaritmo di un prezzo. Si consideri dunque una
particella x che, muovendo da un livello (quota) di partenza definito pari a zero, effettui tale
movimento (che considereremo solo su due dimensioni) secondo un moto BrownianoPricing delle digital americane 33
aritmetico senza drift. Si consideri inoltre una barriera superiore di livello pari ad h ed una
particella y del medesimo tipo e moto di x, ma che muova da un livello di partenza pari a 2h.
Si prenda in esame il grafico seguente, rappresentante due possibili traiettorie, parzialmente
sovrapponentesi, delle particelle x e y:
Figura 1 - Principio di riflessione
Il percorso seguito dalla particella x da 0 fino ad X (passando per la barriera) ha identica
densità di probabilità di verificarsi del percorso seguito dalla particella y da 2h fino ad X
 1. La
ragione di questo fenomeno è da ricercarsi nella conformazione delle due traiettorie. Prima che
tali traiettorie si fondano, al raggiungimento della barriera, in una sola, esse presentano una
medesima inclinazione (coefficiente angolare) in valore assoluto. Due traiettorie rettilinee che
presentino una medesima “pendenza” in valore assoluto hanno la medesima “probabilità” di
verificarsi (e a maggior ragione due traiettorie coincidenti, quali si presentano dopo il
raggiungimento della barriera). Ciò è possibile in virtù della natura simmetrica della
distribuzione normale, che, come detto, definisce i movimenti (senza drift) delle nostre due
particelle (ovvero i logaritmi del prezzo del sottostante): in altre parole, un movimento verso
l’alto o verso il basso della medesima entità hanno, in assenza di drift, la medesima
“probabilità” (densità di probabilità) di verificarsi. Va da sé che traiettorie più “ripide” saranno
meno “probabili”, poiché esse implicano (all’interno del nostro modello) la continua
estrazione dalla distribuzione normale di valori posti sulle code della stessa e, pertanto, meno
plausibili; in base al medesimo ragionamento la traiettoria più probabile è, in assenza di drift,
quella orizzontale.
Una volta appurata la “isoprobabilità” delle due traiettorie tracciate nella figura 1 siamo in
grado di generalizzare quanto detto, rilevando come, per ogni traiettoria che, partendo da
quota zero e passando (ed eventualmente anche oltrepassando) per la barriera, raggiunga, al
tempo T , la quota X, esista una seconda traiettoria che, partendo da quota 2h, comportandosi
in maniera del tutto simmetrica alla prima fino al raggiungimento della barriera e poi del tutto
identica (coincidente) ad essa fino al conseguimento (al tempo T ) della quota X, ha
evidentemente la medesima identica probabilità (o meglio densità di probabilità) di verificarsi.
In sostanza quindi, la probabilità (in questo caso, cumulando le densità, è possibile parlare in
termini di probabilità vera e propria) che una particella (l’equivalente fisico del logaritmo del
prezzo), partendo da quota zero, raggiunga al tempo T  (a scadenza) una qualsiasi quota
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inferiore alla barriera, passando nel suo tragitto per quest’ultima, è uguale alla probabilità che
una medesima particella, partendo da quota 2h, raggiunga al tempo T  una quota inferiore ad h
(la quota della barriera). Va poi, se del caso, chiarito che quanto detto vale ovviamente non
solo per le semplici traiettorie lineari rappresentate in figura 1, ma per qualsiasi traiettoria che,
partendo da 0, raggiunga a scadenza X toccando una o più volte la barriera: per ciascuna di tali
traiettorie ne esiste una, simmetrica (fino al primo incrocio con la barriera) ed equiprobabile,
che parte da quota 2h. Al fine di dare al ragionamento sin qui svolto una veste più formale,
consideriamo le due funzioni di densità relative alle due particelle, in presenza di drift nullo e
di una deviazione standard pari a s t  (ciascuna di queste due distribuzioni dovrà dirci in
sostanza la “probabilità” con cui la relativa particella raggiungerà a scadenza la quota X e non
altre). La posizione a scadenza della particella x è distribuita secondo una normale con media





















dove X è la quota finale raggiunta.





















dove  X è definito come sopra. Naturalmente questa funzione misura anche la densità di
probabilità dei percorsi che partono da 0 e arrivano a scadenza in X (al di qua della barriera)
toccando la barriera.
A questo punto basta mettere insieme i due tasselli e, sostituendo i ritorni alle particelle,
ottenere così la funzione di densità che ci dica, per ogni livello di prezzo (o meglio: logaritmo
del prezzo) a scadenza inferiore alla barriera, la probabilità (da intendersi densità) che il
































ss  per X<h,
dove h è evidentemente ln HS 16  (H è il livello della barriera in termini assoluti, ovvero non
logaritmici).
Evidentemente  pXt , 16  non è altro che  fX t fX t xy ,, 1616 - , ovvero la solita distribuzione
normale diminuita, e quindi depurata, per ogni X<h, delle densità di probabilità relative a quei
prezzi che, pur rivelandosi a scadenza inferiori ad h, hanno toccato la barriera durante l’arco di
vita dell’opzione: infatti la densità di probabilità relativa alle particelle x che finiscano la loro
corsa a quota X sotto la barriera dopo averla però raggiunta è esattamente identica, per il
discorso di isoprobabilità sin qui svolto, alla densità relativa alle particelle y che, partendo da
quota 2h, raggiungano a scadenza la medesima quota X, scavalcando evidentemente una o più
volte la barriera. La riproposizione del grafico 1, ottenuta sovrapponendo le due funzioni di
densità menzionate, può aiutare la comprensione intuitiva del problema: è quanto offre la
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In essa è facile distinguere le due distribuzioni normali  fX t x , 16 ed  fX t y , 16  relative alle due
particelle x e y. Ciascuna di queste distribuzioni ci dice, come del resto abbiamo già avuto
modo di spiegare, la densità di probabilità con cui la particella x e la y rispettivamente
finiscono a scadenza col raggiungere una determinata quota X e non altre (non a caso le due
distribuzioni sono centrate, in assenza di drift, sulle traiettorie orizzontali).
Evidentemente per ottenere la distribuzione  pXt , 16  (la terza distribuzione, orientata nel
grafico, per ragioni di chiarezza, in senso opposto alle altre) dovremo sottrarre, per ogni valore
X al di sotto della barriera, dalla prima distribuzione la seconda, in modo da depurare appunto
la prima funzione di densità dalle densità relative alle traiettorie sbagliate, ovvero quelle che,
pur portando la particella ad una quota finale X<h, prevedono un passaggio sulla barriera.
Figura 2 - Le distribuzioni di probabilità relative alle due particelle x e y
C’è però un elemento molto importante, relativo alla trasposizione del problema dallo scenario
fisico (come fin qui presentato) a quello economico e che è stato trascurato nella funzione
pXt , 16 : tale elemento è la presenza del drift; come abbiamo già avuto modo di spiegare nel
secondo capitolo il logaritmo del prezzo presenta sì un movimento di tipo Browniano
aritmetico, ma presenta altresì un drift pari ad ar =- s
2 2 38  (si noti come si sia già sostituito
m  con il tasso senza rischio r , in accordo con l’approccio probabilistico). Cox e Miller hanno
naturalmente tenuto conto di tale drift ed hanno trovato una versione generalizzata di  pXt , 16 ,


































s s s  per X<h.
Non è difficile constatare come tale generalizzazione non si sia limitata ad “aggiornare” le
funzioni  fX t x , 16  ed  fX t y , 16 , ma abbia anche introdotto un fattore e
ha 2
2 s  del tutto








pXt , 16 fX t x , 16
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prima di tutto rendersi conto che, in presenza di drift, le due famose traiettorie illustrate in
figura 1 cessano di essere isoprobabili. In particolare, in presenza di un drift positivo, la
traiettoria della particella y diventa meno probabile di quella della controparte x: ciò si spiega
con la resistenza (offerta dal drift positivo) che la particella y deve vincere per scendere fino a
raggiungere la barriera a quota h (oltretutto la particella x va incontro ad un fenomeno
opposto). Proprio per compensare tale fenomeno è necessario introdurre un fattore di
correzione e
ha 2
2 s  per la funzione di densità  fX t y , 16 . In altre parole, per rendere le due
traiettorie nuovamente isoprobabili (nel senso che vengono percorse idealmente da un
medesimo numero medio di particelle) è necessario in un certo senso “barare” e far quindi
finta che da quota 2h partano non una, bensì e
ha 2
2 s particelle  y. Per non appesantire
ulteriormente la trattazione non è il caso di dimostrare in questa sede perché tale fattore di
correzione debba essere esattamente quello della distribuzione di Cox e Miller, tuttavia è
possibile darne un’interpretazione alquanto intuitiva. Per esempio ci aspetteremmo che
all’aumentare del drift relativo (il rapporto tra drift e varianza) aumenti anche il fattore di
correzione: ed infatti in esso è presente il rapporto a s
2 . Lo stesso dicasi per l’altezza della
barriera h: più alta è la barriera, maggiore è la distanza che le nostre particelle y devono
percorrere controcorrente partendo da 2h e tanto più alto deve quindi risultare il fattore di
correzione.
Estendendo quanto detto si può affermare che, qualora avessimo bisogno della funzione di
densità relativa ai (logaritmi dei) soli prezzi che, pur concludendo il loro percorso sotto la
barriera abbiano toccato la medesima almeno una volta prima della scadenza, non dovremmo
far altro che prendere di peso la  fX t y , 16  ed applicarla all’intervallo  -¥,h .
A questo punto disponiamo degli strumenti necessari alla valutazione delle deferred binary
options. A tal fine è prima di tutto necessario calcolare la probabilità complessiva che il
prezzo, partendo da sotto la barriera, arrivi a toccarla almeno una volta prima della scadenza.
Evidentemente tale probabilità non può che rappresentare la somma di due componenti: la
probabilità che il prezzo termini la sua corsa al di sopra della barriera (il che ovviamente
implica il perforamento della stessa) nonché la probabilità che il prezzo, pur raggiungendo a
scadenza livelli inferiori (in termini logaritmici) ad h, abbia toccato tale livello almeno una


























































Evidentemente il valore della digital, posto uguale alla somma B il payoff offerto a scadenza
dall’opzione in caso favorevole, può essere espresso nel seguente modo:
VeB P e PeB P
rt rt rt =× +× - =×
-- - 01 16 ,
ovvero
2, sostituendo ad a e ad h le formule corrispondenti:
                                                     
2 La formula ottenuta, consistentemente con Rubinstein (1991), è significativamente diversa da quella proposta da
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Ve B N







































(valore di una up and in cash or nothing).
Se invece di una up and in (o call, data l’assenza di strike) volessimo considerare una down
and in (o put) non dovremmo far altro che scambiare gli intervalli di integrazione delle due
funzioni di densità, ottenendo evidentemente:
Ve B N







































(valore di una down and in cash or nothing).
La differenza tra le due formule consiste semplicemente in un cambio di segno degli
argomenti delle funzioni cumulate N(.).
/HLPPHGLDWHELQDU\RSWLRQVHODGHQVLWjGLSUREDELOLWjGHO³SULPR
WRFFR´
Come si è precedentemente fatto notare le formule finora esaminate sono valide solo per
quelle digital americane che prevedano il pagamento del payoff rigorosamente a scadenza
(deferred binary). Chiaramente per arrivare ad una valutazione in forma chiusa delle
immediate binary options si rende necessaria l’individuazione di una funzione di densità che,
per ogni istante precedente la scadenza, ci dica la probabilità con cui in quell’istante la barriera
può essere perforata. Tale funzione prende il nome di densità di first passage time. Per la
derivazione della stessa si consideri ora la probabilità che la barriera (con a > 0) non venga
mai perforata prima della scadenza (i passaggi matematici che portano a quanto segue sono


















Differenziando tale funzione (in realtà avremmo potuto differenziare, con esiti, a parte il
segno, identici, anche la probabilità di perforamento della barriera) rispetto alla vita residua e
cambiando il segno del risultato (altrimenti la densità sarebbe negativa: all’aumento della vita
residua la probabilità di non perforamento diminuisce, ed ovviamente cresce di pari misura



















La distribuzione lt 16  è detta anche “distribuzione Gaussiana inversa”.
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Nel caso di una down-barrier (barriera posta al di sotto del prezzo corrente), ovvero nel caso


















Il valore di una immediate binary option può essere visto come il valore atteso del valore
attuale del payoff offerto dalla digital nel momento in cui il prezzo tocca la barriera; in termini
formali dunque:
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La soluzione di questo integrale (per lo sviluppo dettagliato del quale si rinvia all’appendice
matematica che conclude il capitolo) ci offre la seguente formula di valutazione in forma

































q =- 1   per le up-barrier (h>0), q =+ 1   per le down-barrier (h<0).
Ovviamente una immediate american cash or nothing digital varrà sempre più della
corrispondente  deferred (a parità di condizioni): offre subito quello che la deferred offre solo a
scadenza.
Ad esempio consideriamo il caso di una immediate up and in con payoff 100, barriera a quota
110, spot pari a 105, volatilità del 20%, tasso senza rischio del 5%, vita residua di tre mesi. Il
suo valore è 66,15. La deferred corrispondente vale 65,58. La differenza comunque, come si
vede, pur esistente, non è particolarmente rilevante.Valore e sensibilità delle digital americane 39
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Al di là delle notevoli differenze che, ai fini della valutazione, abbiamo avuto modo di
riscontrare tra le digital europee e quelle americane, occorre riconoscere che questi due tipi di
binarie presentano anche altre e più interessanti diversità. In primo luogo le digital americane,
per le maggiori chance che offrono di ottenere un payoff positivo (non dimentichiamo che,
mentre l’europea paga solo se a scadenza il prezzo è superiore/inferiore allo strike,
l’americana al contrario paga anche nel caso in cui lo strike/barriera venga semplicemente
“toccato” prima della scadenza), sono evidentemente anche più costose delle controparti
europee (in genere addirittura il doppio). Un’altra interessante caratteristica delle digital
americane rispetto alle europee consiste nella presenza di un Vega (derivata del prezzo rispetto
alla volatilità) costantemente positivo. La cosa non deve stupire più che tanto: infatti, in un’
american digital, il prezzo del sottostante non può mai superare la barriera ed entrare in the
money senza causare l’estinzione (favorevolmente anticipata) dell’opzione. Ma per cominciare
a farci un’idea più precisa del comportamento di una digital americana (deferred binary),
osserviamo attentamente l’andamento del premio rappresentato in figura 3.
















Figura 3 - Premio di una deferred up and in (H=120) in funzione del prezzo e della vita residua
(tasso=5%)
Questo grafico è stato ottenuto ipotizzando la presenza di una up-barrier collocata in
corrispondenza di un prezzo pari a 120$ (inoltre: s == = 157% 5% 100$ ,, , rB f ). Il primo
elemento che balza all’occhio confrontando tale grafico con quello relativo alle binarie
europee è ovviamente la parete verticale che si innalza in corrispondenza della barriera: essa è
banalmente dovuta all’estinzione che l’opzione incontra per prezzi pari o superiori allaOpzioni binarie di tipo americano 40
barriera stessa. D’altra parte la scelta di un livello pari a zero per il prezzo dell’opzione oltre la
barriera ha natura puramente simbolica: non si può misurare ciò che non c’è. Un altro
elemento di differenziazione, tra la digital americana e quella europea, che emerge abbastanza
chiaramente dal grafico è la mancanza di quella caratteristica di risk reversal che al contrario
contraddistingueva, in maniera appariscente, le european binary. In realtà, pur potendosi
ragionevolmente sostenere che il Gamma delle digital americane è sostanzialmente sempre
positivo, una tale tesi comincia seriamente a vacillare in presenza di un tasso senza rischio
piuttosto elevato. Il tasso utilizzato per ottenere la figura 3 era del 5%. Il lettore attento avrà
notato come, in presenza di una vita residua molto elevata (intorno ad un anno), il grafico
accennava una leggera concavità in prossimità della barriera. Si osservi ora il grafico (figura 4)
della medesima opzione in presenza di un tasso del 15% (volutamente esagerato).


















Figura 4 - Premio di una deferred up and in (H=120) in funzione del prezzo e della vita residua
(tasso=15%)
Per valori del prezzo prossimi alla barriera ed in corrispondenza di una vita residua
sufficientemente elevata il grafico presenta una strana “gobba” (o rigonfiamento).
L’accentuarsi della concavità (Gamma negativo) in tali condizioni non è certo una casualità ed
esiste anzi una spiegazione intuitiva per tale fenomeno.
Un elevato tasso di interesse implica, in base alle nostre assunzioni relative all’utilizzo del
metodo probabilistico, una spiccata tendenza del prezzo del sottostante a variare in aumento:
questo significa che, per valori di partenza del prezzo sufficientemente alti ed in presenza di
una vita residua piuttosto lunga, il perforamento della barriera è un evento praticamente certo,
o comunque probabilissimo. Chiaramente in tali condizioni un ulteriore aumento del prezzo
non può che avere effetti estremamente limitati sul valore della digital, soprattutto se
paragonati con l’aumento di valore di cui può beneficiare la stessa per medesimi movimenti
del prezzo, ma in presenza di una vita residua ridotta (ed in combinazione con valori di
partenza del prezzo prossimi alla barriera). Queste sono dunque le ragioni che portano il
Gamma negativo a predominare in una porzione non trascurabile del grafico 4.
In realtà, tuttavia, come si è già fatto intuire prima, il Gamma (il lettore osservi la curvatura
del grafico nella figura 3) presentava un’inversione di segno anche nel caso di un tasso delValore e sensibilità delle digital americane 41
5%; è il caso però di sottolineare come tale inversione fosse di modeste proporzioni: il Gamma
negativo non scendeva mai sotto -0,25 , contro il quasi 3 raggiunto dal Gamma positivo in
prossimità della scadenza. Con un tasso del 15% al contrario il Gamma può scendere fino a -1
(ovvero quattro volte tanto) in prossimità della barriera e a poco tempo dalla scadenza
dell’opzione: in effetti, a prescindere dall’effetto tasso ed in apparente contrasto con quanto
detto, è più facile trovare Gamma fortemente negativi in presenza di una bassa vita residua,
quando cioè il comportamento dell’opzione si fa giocoforza più brusco, anche se un’alta vita
residua abbassa (nelle up and in) notevolmente il prezzo a partire dal quale il Gamma inverte
il suo segno; in altre parole una bassa vita residua rende l’inversione quantitativamente
notevole ma circoscritta alla “zona di prezzo” appena a ridosso della barriera (per la qual
ragione risulta scarsamente visibile nei grafici), mentre un’opzione più “giovane” presenta
inversioni più modeste, ma estese ad una “zona” ben più estesa (e ben più visibile sul grafico).
Il grafico a due dimensioni rappresentato nella figura 5 mostra il comportamento della
medesima opzione a quattro e a sedici (!) mesi dalla scadenza, rendendo ancora più evidente la












































Figura 5 - Il premio di una deferred up and in (H=120) a 4 e a 16 mesi dalla scadenza.
Questo grafico tuttavia non si limita a confermare la validità delle intuizioni sopra sviluppate.
È facile infatti notare (il lettore attento avrà rilevato il fenomeno già osservando il grafico
tridimensionale) come il prezzo della digital più “vecchia” (con minore vita residua) arrivi
controintuitivamente a superare il prezzo dell’opzione “giovane” per valori del prezzo
sufficientemente alti. Tale fenomeno appare controintuitivo, in quanto ci si aspetterebbe che il
time decay operasse in corrispondenza di qualsiasi livello del prezzo. In realtà occorre tenere
nel debito conto anche l’effetto sul prezzo relativo all’attualizzazione dello stesso. In effetti
per valori del prezzo del sottostante sufficientemente alti la probabilità di perforamento della
barriera è così alta da risultare assai poco sensibile al passaggio del tempo. È questa la ragione
per cui, in presenza di tassi particolarmente alti (non dimentichiamo che stiamo ragionando
sulla base di un iperbolico 15%) e di prezzi sufficientemente prossimi alla barriera, l’effetto
attualizzazione supera l’effetto time decay e porta il prezzo della digital a crescere con il
passare del tempo. A titolo esemplificativo si fa notare come in presenza di un tasso del 15% e
di uno spot vicinissimo alla barriera, poniamo pari a 119$ (le altre condizioni sono le
medesime riportate più sopra), il valore dell’opzione passa da 89$ circa a nove mesi dalla
scadenza ai ben 96$ rilevabili (a parità assoluta di condizioni) in presenza di una vita residua
ridotta a tre mesi. Con un tasso ridotto al 5% chiaramente il fenomeno è molto meno marcato eOpzioni binarie di tipo americano 42
tuttavia ancora presente: si passa in questo caso da 96$ a 99$ circa (anche qui passando da
nove a tre mesi dalla scadenza).
Tornando a considerazioni più funzionali alla copertura delle digital americane, osserviamo il
grafico della funzione Delta (figura 6). Per prezzi molto alti e vita residua sufficientemente
elevata è facile constatare come la funzione, dopo aver raggiunto un massimo assoluto, tenda a
decrescere, confermando quanto osservato relativamente al Gamma (si badi che in questo caso
è stato sufficiente utilizzare un tradizionale r=5%). In termini generali comunque, ciò che
importa rilevare è la costante tendenza del Delta a crescere, al passare del tempo, per valori
del prezzo sufficientemente alti e a fare l’esatto opposto (decrescere) per valori del prezzo
troppo lontani dalla barriera. Evidentemente anche nel caso delle binarie americane si
ripropone lo stesso problema riscontrato nella trattazione delle digital europee: per prezzi
vicini alla barriera ed una scadenza dell’opzione ravvicinata il Delta diventa esplosivo,
rendendo di fatto impraticabile la copertura dinamica della digital. Basti pensare del resto
come la funzione Delta passi, in corrispondenza di uno spot di 119$, dal 3,6 a nove mesi dalla
scadenza a circa 7,2 (il doppio) a tre mesi, fino a quasi 18, quando alla scadenza mancano
soltanto un paio di settimane. Ad ogni modo esamineremo la questione della copertura più






















Figura 6 - Il Delta di una deferred up and in (H=120) in funzione del prezzo del sottostante e della vita
residua.
Abbiamo già effettuato alcune considerazioni all’inizio del paragrafo circa il comportamento
del coefficiente Vega in una digital americana: è ora il caso di verificare la veridicità di tali
affermazioni (ed altro) attraverso lo studio del relativo grafico (figura 7). Il grafico non fa altro
che confermare quanto detto circa il segno del coefficiente Vega. Del resto, come già rilevato,
per poter osservare un Vega negativo dovremmo disporre di un grafico che non finisca a quota
120$ del prezzo (non ci dovrebbe essere l’estinzione dell’opzione al raggiungimento della
barriera). Non è comunque questa l’unica informazione ricavabile dalla figura 7. Come lecito
aspettarsi il Vega raggiunge i massimi livelli in corrispondenza di volatilità di partenza basse e
per prezzi del sottostante prossimi alla barriera: ciò si spiega con il fatto che, in prossimitàValore e sensibilità delle digital americane 43
della barriera, basta un piccolo aumento della bassa volatilità di partenza per ottenere un
considerevole aumento della probabilità di perforamento della barriera; è quanto non accade
nel caso di prezzi troppo lontani dalla barriera (sempre in presenza di bassa volatilità di
partenza), nel qual caso la speranza di vedere perforata la barriera è talmente bassa da risultare
molto poco sensibile a modesti aumenti della volatilità. A riprova di quanto detto il Vega(110 ,
10%) (il vega calcolato in base ad uno spot di 110$ e ad una volatilità di partenza del 10%) è
pari a 400 circa (si badi che, per una questione di leggibilità, tutti i valori del vega sono
moltiplicati per cento), mentre il Vega(90 , 10%) risulta sostanzialmente nullo. Un
ragionamento esattamente speculare vale per valori di partenza della volatilità
sufficientemente alti: per volatilità elevate e prezzi vicini alla barriera la probabilità di
perforamento della barriera è tanto prossima all’unità da risultare quasi insensibile ad ulteriori
aumenti della volatilità, mentre per prezzi sufficientemente lontani dalla barriera c’è ancora
spazio per un aumento apprezzabile della medesima. Infatti, volendo offrire ulteriori esempi
numerici, Vega(119 , 30%) è praticamente nullo, mentre Vega(96 , 30%) ammonta a 140.




















Figura 7 -Vega di una deferred up and in (H=120) in funzione del prezzo del sottostante e della
volatilità.
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Tutte queste considerazioni hanno avuto per oggetto, sinora, le deferred american binary.
Giunge dunque spontaneo, a questo punto, chiedersi se tali argomentazioni possano risultare
valide anche per le immediate american binary che, come già rilevato, si differenziano dalle
deferred per il pagamento immediato (al momento della perforazione della barriera), e non a
scadenza, della somma (B) pattuita in caso di estinzione favorevole. Osserviamo prima di tutto
il grafico relativo all’andamento del premio in funzione del prezzo del sottostante e della vita
residua (figura 8: barriera, tasso, volatilità e payoff sono gli stessi utilizzati per le deferred,Opzioni binarie di tipo americano 44
ovvero  Hr B f == = = 120$, 157% 5% 100$ s , , ,  ). Non può certo dirsi operazione
complessa il constatare la sostanziale identicità di tale grafico con quello relativo alla deferred
binary. Tuttavia, a dire il vero, esiste una minima differenza: nelle immediate binary non
troviamo più, in corrispondenza di prezzi prossimi alla barriera, il time decay negativo che, al
contrario, era riscontrabile nelle deferred (in maniera tanto più marcata quanto più alto era il
tasso senza rischio). Ciò si spiega con il fatto che, in questo caso, il fattore di attualizzazione
non agisce più, come nelle deferred, in maniera indipendente, ma risulta strettamente legato
alla probabilità di perforazione della barriera (si veda in proposito la gaussiana inversa ed il
procedimento seguito per il pricing delle immediate nel secondo paragrafo del presente




























Figura 8 - Premio di una immediate up and in (H=120) in funzione del prezzo e della vita residua.
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Cerchiamo ora di estendere la nostra analisi alle down and in (quelle con il prezzo spot posto
al di sopra della barriera da perforare). Di primo acchito ci si potrebbe aspettare una completa
specularità del comportamento delle down and in rispetto alle up and in: in effetti, in
larghissima parte, ciò risponde a verità, anche se con una piccolissima eccezione. Osserviamo
il grafico relativo al comportamento di una down and in deferred digital (figura 9: a parte la
barriera posta a quota 90$ le rimanenti condizioni sono le stesse dei grafici precedenti). Come
è facile constatare il grafico rivela una fin troppo ovvia analogia con quello delle up and in,Valore e sensibilità delle digital americane 45
tranne appunto per un particolare: non c’è il benché minimo accenno, in prossimità della
barriera, ad un moderarsi della pendenza del grafico. La cosa in realtà non dovrebbe stupire
più che tanto se solo si riporta alla memoria la ragione per cui, nelle up and in, era possibile
un’inversione del Gamma in prossimità della barriera: la presenza di un drift positivo che,
proprio per prezzi vicini alla barriera (ed elevata vita residua), rendeva tanto probabile il
perforamento della stessa da impedire un congruo aumento di valore dell’opzione per ulteriori
aumenti del prezzo del sottostante. Chiaramente, con una barriera da perforare dall’alto, vale
per le down and in il ragionamento opposto: tanto più alto è il tasso d’interesse (tanto più alto
è il drift) tanto più difficile diventa il perforamento della barriera e quindi tanto più sensibile
diventa il prezzo dell’opzione all’andamento del prezzo del sottostante. È questa dunque la
ragione che porta ad una funzione Gamma costantemente positiva, come del resto facilmente
verificabile osservando la figura 10. Volendo offrire una riprova numerica di quanto detto
circa l’influenza del drift sulla convessità delle down and in digital basti considerare le cifre
seguenti: il Gamma(95 , 3mesi) (il Gamma calcolato in corrispondenza di uno spot di 95$ e di
una vita residua di tre mesi) vale 1,05 circa in presenza di un tasso pari al 5%, per arrivare a
1,42 con un tasso del 15%; in sostanza, in accordo con quanto accennato sopra, un aumento
del drift porta ad un aumento della convessità.


















Figura 9 - Andamento del premio di una down and in (H=90) in funzione del prezzo e della vita residuaOpzioni binarie di tipo americano 46


















Figura 10 - Gamma di una down and in (H=90) in funzione del prezzo del sottostante e della vita
residua
Si conclude qui questo secondo paragrafo dedicato alle caratteristiche generali delle binarie
americane. Nel prossimo paragrafo cercheremo di occuparci più da vicino delle problematiche
relative alla copertura di tali opzioni.
 &RSHUWXUDGHOOHGLJLWDODPHULFDQH
Diamo inizio all’analisi con la valutazione del profilo dei risultati offerti dalla copertura
tramite hedging sul sottostante. Per la precisione ipotizziamo di dover coprire 100 opzioni
binarie (deferred binary options), con scadenza a 30 giorni, barriera a quota 105, che paghino
100$ in caso di esercizio. Ipotizziamo inoltre che il prezzo spot ammonti a 100$ (avremo
dunque a che fare con delle up and in binary), il tasso senza rischio sia del 5%, mentre la
volatilità del sottostante sia pari a 15,7%. La copertura è effettuata vendendo una quantità
Delta di sottostante. La tabella 1 mostra i risultati offerti dalla copertura a brevissimo
termine(Delta fisso e assenza di time decay).Copertura delle digital americane 47
Tabella 1 - Risultati offerti dalle due posizioni per i diversi livelli di prezzo raggiunti dal sottostante.
Prezzo Premio Risultato opzione Risultato sottostante Totale
94,80 6,87 -3251,54 5160,21 1908,67
95,20 8,13 -3126,00 4763,27 1637,27
95,60 9,56 -2983,24 4366,33 1383,09
96,00 11,17 -2821,98 3969,39 1147,41
96,40 12,98 -2640,99 3572,45 931,45
96,80 15,00 -2439,17 3175,51 736,34
97,20 17,23 -2215,53 2778,57 563,03
97,60 19,70 -1969,29 2381,63 412,34
98,00 22,39 -1699,82 1984,69 284,86
98,40 25,32 -1406,76 1587,75 180,99
98,80 28,49 -1089,97 1190,81 100,84
99,20 31,89 -749,58 793,87 44,28
99,60 35,53 -386,02 396,93 10,91
100,00 39,39 0 0 0
100,40 43,46 407,49 -396,93 10,55
100,80 47,74 835,15 -793,87 41,27
101,20 52,20 1281,41 -1190,81 90,6
101,60 56,83 1744,44 -1587,75 156,68
102,00 61,61 2222,15 -1984,69 237,46
102,40 66,51 2712,26 -2381,63 330,63
102,80 71,51 3212,30 -2778,57 433,73
103,20 76,59 3719,66 -3175,51 544,14
103,60 81,71 4231,62 -3572,45 659,16
104,00 86,84 4745,40 -3969,39 776,00
104,40 91,97 5258,21 -4366,33 891,88
104,80 97,06 5767,28 -4763,27 1004,01
105,20 100 6060,58 -5160,21 900,37
105,60 100 6060,58 -5557,15 503,43
106,00 100 6060,58 -5954,09 106,49
106,40 100 6060,58 -6351,03 -290,45
106,80 100 6060,58 -6747,97 -687,39
107,20 100 6060,58 -7144,91 -1084,3Opzioni binarie di tipo americano 48











































































Figura 11 - Risultati (a brevissimo) della copertura di una deferred up and in attraverso sottostante
Chiaramente il lettore riconoscerà, anche senza l’ausilio della legenda, nella linea retta
l’andamento del valore della posizione mantenuta nel sottostante ed in quella che parte poco
sopra quota –4000 l’andamento della posizione in opzioni. La terza linea rappresenta
evidentemente la somma dell’andamento delle due posizioni sopra specificate.
Dal grafico emerge dunque piuttosto chiaramente il ruolo favorevole giocato dall’effetto
Gamma relativo alle american binary: nel brevissimo termine (il che significa sostanziale
trascurabilità del time decay e mancanza di riassestamento della copertura), qualsiasi sia il
livello di prezzo raggiunto dal sottostante, la nostra posizione complessiva ci garantisce non
solo l’assenza di perdite ma anche la presenza di utili per quasi tutti i livelli di prezzo.
Evidentemente questo stesso effetto Gamma che premia l’acquisto e la copertura della digital
andrà a discapito del writer, ovvero di colui che l’opzione la vende, cercando di porre in essere
un’analoga copertura (naturalmente di segno opposto).
Un problema non del tutto trascurabile (anzi) è la scomparsa della posizione in opzioni per
prezzi superiori alla barriera, nel caso eventuale in cui questa non sia controbilanciata da una
tempestiva chiusura della posizione nel sottostante. In effetti al momento dell’estinzione
anticipata delle digital si rende necessaria l’immediata chiusura della posizione
nell’underlying con l’evidente scopo di evitare che questa, non compensata dall’andamento
opposto della posizione in opzioni, possa generare le perdite messe in rilievo dallo stesso
grafico per prezzi superiori alla barriera.
Tale immediata chiusura non risulta sempre del tutto agevole ed indolore, specialmente in certi
casi limite. Osserviamo il diverso andamento della posizione complessiva ipotizzando una vita
residua non solo di 30 ma anche di 20 e 10 giorni rispettivamente
4 (figura 12). È facile
verificare l’accentuarsi della convessità della posizione al diminuire della vita residua. Ciò è
chiaramente dovuto all’accentuarsi dell’effetto Gamma nella digital (in presenza di una bassa
vita residua, al crescere del prezzo sottostante, il Delta tende ad aumentare molto rapidamente,
fino a raggiungere livelli notevoli). Apparentemente, dunque, coprire l’acquisto di una
deferred up and in binary dovrebbe risultare operazione tanto più profittevole quanto minore è
                                                     
4 Si veda anche Taleb (1997: 298-305) (ai cui spunti di riflessione si ispira del resto gran parte del paragrafo).Copertura delle digital americane 49
la vita residua dell’opzione (si tenga però presente che il grafico non può tenere conto del time
decay). In realtà, come si accennava poc’anzi, esistono seri problemi relativi alla gestione
della posizione nel sottostante, problemi tanto più marcati quanto maggiore risulta il Delta









































































Figura 12 - Andamento della posizione coperta per diverse scadenze (deferred up and in più Delta
sottostante)
In effetti quanto maggiore è il Delta della posizione in opzioni, tanto più cospicua deve
risultare la posizione mantenuta nel sottostante a scopo di copertura. Tale posizione, come
spiegato, dovrà essere rapidamente chiusa all’estinguersi della digital. Esistono tuttavia dei
fenomeni sul mercato che rendono la chiusura di posizioni quantitativamente notevoli non del
tutto semplice ed indolore: ad esempio il fenomeno detto slippage, oppure quello definito dei
liquidity holes
5. Si tratta di problemi piuttosto gravi, legati alla mancanza di liquidità di certi
mercati. Con il termine slippage si vuole fare riferimento al fenomeno per cui, su di un
mercato non troppo liquido, chi cerca di trattare quantità consistenti di una data attività finisce
con l’influenzarne pesantemente il prezzo di mercato, al punto da dover vendere o acquistare a
prezzi più svantaggiosi di quelli vigenti prima dell’operazione (il che significa provocare un
ribasso dei prezzi quando si vende oppure un rialzo degli stessi quando si acquistano quantità
notevoli dell’attività in questione). Naturalmente si tratta di fenomeni che possono rivelarsi
veramente importanti solo in presenza di una certa sincronia negli acquisti e vendite di una
parte significativa degli hedger di un dato mercato, in maniera tale da premere in modo
determinante sulla liquidità del mercato.
Ad ogni modo, come si è già lasciato intuire, non sono solo queste considerazioni relative alle
difficoltà di gestione di Delta elevati a rendere non del tutto vantaggiosa la copertura di
binarie prossime alla scadenza: infatti, a compensare il beneficio che, in termini di una
marcata convessità, offre l’acquisto della digital “stagionata” subentra anche un consistente
effetto Theta. La figura 13 dovrebbe aiutare a comprendere l’entità dell’effetto in questione. È
facile constatare come il time decay si manifesti in maniera tanto più marcata quanto più
vicina è la scadenza dell’opzione e quanto più prossimo alla barriera risulta essere il prezzo
corrente del sottostante. L’accelerazione del time decay all’avvicinarsi della scadenza si spiega
abbastanza agevolmente se solo si pensa alla relazione lineare che lega la deviazione standard
dei movimenti del sottostante alla radice quadrata del tempo mancante prima della scadenza:
non a caso il profilo di decadimento presenta, per prezzi sufficientemente vicini alla barriera,
                                                     
5 Per una spiegazione esauriente di tali fenomeni si veda, ancora, Taleb (1997: capitolo quarto).Opzioni binarie di tipo americano 50
forti analogie con l’andamento della funzione radice quadrata al diminuire del valore della
variabile indipendente. Quanto al prezzo corrente del sottostante, va da sé che il time decay
agisce tanto più efficacemente quanto maggiore è il valore dell’opzione suscettibile di






















































Figura 13 - Time decay di una deferred up and in per diversi livelli del prezzo
Da quanto detto emerge dunque chiaramente come il cosiddetto effetto Theta raggiunga il suo
apice proprio in presenza di quelle stesse condizioni che rendono più forte e vantaggioso
l’effetto Gamma. In sostanza quindi il rischio cui va incontro l’acquirente di una digital
americana prossima a scadenza è quello di beneficiare sì di una marcata convessità ma anche
di vedere il valore del proprio investimento letteralmente sgonfiarsi sotto l’effetto del time
decay.
Per quanto riguarda il rischio Vega, ossia il rischio derivante da scostamenti sfavorevoli della
volatilità effettiva da quella implicita (nel nostro caso diminuzioni della volatilità), osserviamo
prima di tutto come varia l’andamento di una digital (barriera a quota 120$) al variare della















































Figura 14 - Andamento di una deferred up and in in corrispondenza di diverse volatilità impliciteCopertura delle digital americane 51
Il grafico è relativo ad un’american digital con sei mesi di vita residua. L’effetto di una
variazione della volatilità implicita risulta particolarmente rilevante per prezzi intermedi,
ovvero per prezzi né troppo lontani né troppo vicini alla barriera. Al contrario l’effetto della
variazione di volatilità diventa via via meno rilevante allontanandosi dalla barriera o
addirittura nullo nel caso di prezzi vicinissimi alla barriera. Tali considerazioni non sono
accademiche: questo fenomeno accentua le difficoltà che l’operatore può incontrare nel
tentativo di coprire il rischio Vega utilizzando strumenti finanziari che non svaniscono, come
al contrario fa la digital, in corrispondenza della barriera. Quanto alla relazione tra coefficiente
Vega ed i diversi possibili livelli di partenza della volatilità implicita è abbastanza prevedibile
un andamento via via discendente della funzione in questione (il Vega) al crescere della
volatilità di partenza. Tale intuizione trova una conferma (per valori dello spot












































































Figura 15 - Relazione premio/volatilità di una deferred up and in (spot=107$, H=120)
La concavità della funzione rappresentata nel grafico può costituire un problema per chi
intenda coprire (da acquirente della digital) il rischio Vega utilizzando strumenti caratterizzati
da una sensibilità lineare (o quasi) a variazioni della volatilità. Una tale copertura esporrebbe a
perdite sicure in caso di variazioni della volatilità sufficientemente alte: si tratta in sostanza di
un fenomeno del tutto analogo ad un effetto Gamma sfavorevole. Il problema consiste in
questo caso nel fatto che, mentre l’effetto Gamma, all’interno di un impianto di valutazione
alla Black e Scholes, risulta “prezzato”, non altrettanto può dirsi per tale fenomeno, per la
banale ragione che i modelli tradizionali (alla Black e Scholes) presuppongono una volatilità
costante.
Chiaramente quanto detto finora vale anche, capovolto (ad esempio il writer, in maniera
dunque del tutto opposta rispetto al detentore dell’opzione, sopporta il rischio Gamma e
beneficia dell’effetto Theta), per l’emittente dell’opzione. Questi deve dunque confrontarsi,
specialmente in condizioni analoghe a quelle descritte nel capitolo precedente (ricalibramento
del Delta non continuo e trend più o meno lunghi nei movimenti del sottostante), con un
pericoloso rischio Gamma e, rispetto alle più semplici european  digital, con i problemi
connessi allo “smaltimento” tempestivo di consistenti posizioni nel sottostante (ed in altre
opzioni nel caso copra ad esempio anche il rischio Vega) a seguito dell’improvvisa eventuale
estinzione anticipata dell’opzione; va comunque ricordato come tale possibilità di estinzione
vada anche a mitigare significativamente, nei pressi della barriera, l’effetto Gamma (che non a
caso cambia segno) a tutto vantaggio del writer e a discapito del detentore.Opzioni binarie di tipo americano 52
È il caso tuttavia di ricordare come l’operatore possa trovare vantaggiosa l’applicazione di
approcci diversi alla gestione delle american binary: ad esempio in prossimità della scadenza
potrebbe essere consigliabile la rinuncia all’hedging dinamico ed il ricorso a forme di gestione
di tipo “statistico” (si veda il capitolo precedente). Taleb (1997) suggerisce anche l’utilizzo, a
fini di copertura, di opzioni barriera, ovvero delle opzioni strutturalmente più simili alle digital
americane, mentre sconsiglia apertamente il ricorso a vanilla o a digital della varietà europea
(che a suo dire andrebbero bene solo in presenza di una bassissima vita residua). Esiste
tuttavia un’ulteriore possibilità che Taleb non menziona ma che può valere la pena esaminare:
lo static hedging delle american binary con utilizzo contemporaneo di vanilla  e digital
europee.
/DFRSHUWXUDVWDWLFDGHOOHELQDULHDPHULFDQH
Per la verità, affinchè la copertura risulti perfetta, è necessario assumere un drift nullo (il che,
per le opzioni valutarie, significa uguaglianza tra tasso domestico e tasso sulla valuta merce)
oppure, che è poi lo stesso, il riferimento a prezzi forward anziché spot.
Cominceremo col mostrare la base matematica su cui poggia la copertura statica delle deferred
up and in cash or nothing. Consideriamo la formula utilizzata per la valutazione della digital
americana appena citata nonché quella relativa alle binary di tipo europeo (in questo caso
call):
Ad e B N
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dove Ad sta per american digital ed Ed sta per european digital.
Supponiamo ora che il tasso sia nullo e che K=H (lo strike della binaria europea sia uguale











































In quest’ultima versione la formula ricorda molto da vicino (basta raccogliere  BH) quella di
una vanilla call: unico problema il segno positivo del primo addendo. È a questo punto che
entra in scena la binaria europea; la sua formula è infatti identica al primo addendo (per K=H):
per “cambiare il segno” di quest’ultimo sarà dunque sufficiente sommare e sottrarre la
european binary. Possiamo così scrivere:
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Il lettore riconoscerà facilmente nel contenuto delle parentesi quadre la formula (a drift





L’equazione indica che, per replicare perfettamente una up and in american digital, è
sufficiente acquistare due digital europee (con strike posto uguale alla barriera della binary
americana ed identico payoff B) nonché una quantità  BH di vanilla call con strike pari ad H.
Il grafico rappresentato in figura 16, ottenuto per un drift nullo, e relativo all’andamento in
funzione del prezzo sottostante della american digital a confronto con la replica così costruita,
conferma la validità dello sviluppo appena concluso.
Volendo offrire un’interpretazione più intuitiva della composizione della replica è sufficiente
considerare come, in presenza di un drift nullo, una digital europea, in corrispondenza dello
strike, vale all’incirca la metà del suo payoff massimo potenziale B: ciò per il semplice fatto
che, una volta che il prezzo sottostante sia giunto a quota K, esso può, all’incirca con la
medesima probabilità, concludere la sua corsa al di sopra di K (ottenendo nel nostro caso
100$) oppure al di sotto dello stesso (ottenendo zero). Ad ogni modo è proprio l’espressione
“all’incirca” a giustificare la presenza delle vanilla call; infatti, per una questione di
lognormalità della distribuzione dei prezzi, anche in presenza di un tasso nullo la probabilità
che il prezzo cali è leggermente superiore alla probabilità che esso salga: la conseguenza è che
la binaria europea vale, in corrispondenza di K, un poco meno di  B 2. Dunque due digital
europee hanno bisogno ancora di una piccola spinta per raggiungere il valore della collega









































Figura 16 - Deferred up and in e replica a confronto per K=H=120$, t=6mesi, s=15,7%, B=100$
Per quanto riguarda le down and in cash or nothing il metodo matematico di derivazione della
replica è del tutto analogo. Consideriamo le due formule relative alle digital americana ed
europea (questa volta put):Opzioni binarie di tipo americano 54
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dove Vp sta per Vanilla Put.
Ovviamente tanto la put binaria (Edput)quanto quella vanilla (Vp) presentano uno strike uguale
alla barriera della digital americana. Riassumendo si può dire che la replica di una down and
in cash or nothing include l’acquisto di due binarie europee (con stesso payoff) nonché la
vendita di  BH vanilla put.
Il lettore potrà nutrire dei dubbi sulla concreta applicabilità di tale copertura statica,
specialmente in considerazione della scarsa liquidità offerta dal mercato delle digital di varietà
europea. Ma lo stesso lettore ricorderà come tali digital siano a loro volta replicabili per mezzo
di semplici vertical spreads: in sostanza è possibile utilizzare, nella copertura statica di una
american binary, una replica composta esclusivamente di vanilla. Ovviamente lo spread non
godrà della medesima precisione offerta dalle digital ma potrà comunque servire
decorosamente allo scopo.
Per quanto riguarda la questione drift, se essa nemmeno si pone nel caso di riferimento a
prezzi forward, può tuttavia in caso contrario creare qualche problema, specialmente se il drift
non nullo si accompagna ad una vita residua considerevole (che dà modo al drift di agire
durevolmente). Il grafico il cui andamento è riportato in figura 17 è stato ottenuto per una vita










































Figura 17 - Deferred up and in e replica in presenza di drift non nullo (r=4% e t=3mesi)
Il drift positivo, aumentando la probabilità che il prezzo finisca al di là della barriera, provoca
un incremento nel valore delle digital europee che a sua volta ha come ovvia conseguenza un
valore della replica costantemente superiore a quello della binaria americana.
È possibile tuttavia ovviare al problema drift per mezzo di semplici tecniche numeriche: ad
esempio possiamo modificare pesantemente la replica sopra utilizzata sostituendo l’acquisto di
BH vanilla call (con strike uguale alla barriera) con la vendita di 1,2726 call dotate di strike
fissato a quota 118,388$ (le cifre in questione sono state ottenute utilizzando una tecnica di
minimizzazione della somma degli scostamenti quadratici tra replica e digital). La figura 18

















































Figura 18 - Deferred up and in e replica modificata tramite tecniche numeriche (inoltre r=4% e
t=3mesi)
La replica così modificata si dimostra efficace nel mimare il comportamento della One Touch
non solo per il momento in cui viene realizzata: essa mantiene infatti un livello accettabile di
performance anche al ridursi progressivo della vita residua (a patto che il tasso non subiscaOpzioni binarie di tipo americano 56
variazioni di notevole entità), con l’avvertenza consueta di procedere al tempestivo smobilizzo
della copertura al raggiungimento della barriera.Copertura delle digital americane 57
$SSHQGLFH0DWHPDWLFD
Le Immediate American Digital
Il valore di una immediate american digital è dato, come indicato nel testo, dalla seguente
espressione:







tt tt tt 16 16
00
L’integrale definito da zero a t può essere risolto ponendo
6 prima di tutto z =1 t  (e quindi con
¢ =- t 1














































L’introduzione della variabile binaria q  (vale -1 per le up-barrier e +1 per le down-barrier) a
questo punto dello sviluppo si rende necessaria per evitare un valore negativo dell’opzione.
Per ora procediamo oltre mantenendo l’ipotesi di h>0 (up-barrier); alla fine del paragrafo
vedremo cosa accade per h<0 ( down-barrier). Ad ogni modo, semplificando l’integrale
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Posto y s =+ ar
22 2  possiamo procedere oltre e scrivere:





















                                                     





























Evidentemente tutto lo sviluppo fino ad ora portato avanti ha avuto il solo scopo di rendere la
funzione da integrare strutturalmente analoga ad una distribuzione normale. Il passo
successivo consiste ovviamente nel porre  xh y y =- y . Ciò evidentemente implica:
y
h

























































































































L’ultimo integrale si risolve ponendo sx h =+

















A questo punto occorre sottolineare come l’intervallo di integrazione che porta ad ottenere le
due funzioni cumulate appena viste si “inverta” nel caso di un h<0 (ovvero nel caso delle
down and in options). È questa la ragione che porta ad introdurre la variabile binaria q  (che,
come già rilevato, vale -1 per le up-barrier e +1 per le down-barrier) all’interno delle


































q =- 1   per le up-barrier (h>0), q =+ 1   per le down-barrier (h<0).Opzioni binarie di tipo americano 60
nicoala&DSLWROR 2S]LRQLUHJXODU
EDUULHU
Le barrier options, specificamente nella forma di knock-out regular call, sono comparse per la
prima volta sul mercato OTC nel lontano 1967. Elementi decisivi per la diffusione di tali
derivati sono stati lo sviluppo di una metodologia di pricing coerente ed il successo incontrato,
alla fine degli anni ottanta, nel campo dei mercati valutari (in particolar modo in Giappone
1).
Chiaramente a tale successo hanno contribuito le peculiari caratteristiche di queste opzioni,
che, di fatto, si rivelano strumenti particolarmente efficaci nel fornire, ad un prezzo nettamente
inferiore, alcune delle prestazioni (specie in certe condizioni), offerte dalle più semplici
vanilla. Oltretutto questa tipologia di opzioni esotiche sembra fatta apposta per risultare
gradita ai cosiddetti graficisti, cioè a quegli operatori che credono nei trend di mercato, e che
magari ritengono determinati livelli del prezzo, se toccati, come particolarmente critici ai fini
della direzione che il mercato dovrà poi assumere: ad esempio, se un operatore credesse in un
consistente rialzo, ma ritenesse altresì che, nel caso in cui il prezzo scendesse al di sotto di un
determinato livello critico, il mercato imboccherebbe una via del tutto diversa, potrebbe
semplicemente acquistare una down and out call, con una barriera fissata in corrispondenza
del livello critico; in tal modo l’esotica gli garantirebbe (come il lettore avrà modo di capire
più avanti) gli stessi servigi della vanilla, ma a prezzo nettamente ridotto. In effetti tale è stato
il successo delle opzioni barriera da farne, insieme alle binarie, praticamente il prodotto di
gran lunga più popolare all’interno del mercato delle opzioni esotiche.
Si è già avuto modo in precedenza di accennare alla distinzione tra le opzioni di tipo regular
(le opzioni barriera “normali”) e quelle di tipo reverse; queste ultime si differenziano dalle
prime per un profilo di valore instabile, che crea problemi in sede di copertura. Questa è anche
la ragione fondamentale per cui, ricalcando lo schema di presentazione proposto in Taleb
(1997: 312-375), si è deciso di anticipare nel presente capitolo la trattazione delle più semplici
regular, per poter così consentire al lettore di affrontare preparato l’analisi delle ben più
ostiche  reverse.
Quanto al pricing delle opzioni in questione è bene chiarire come esso richieda,
obbligatoriamente, la preliminare lettura dell’analogo paragrafo relativo alle binarie di tipo
americano. Si è già infatti avuto modo di spiegare come tanto le one touch digital quanto le
barrier option basano di fatto il proprio pricing (di tipo probabilistico) su una particolare
distribuzione di probabilità condizionata, la cui derivazione è stata presentata all’inizio della
sezione dedicata alle digital di tipo americano.
                                                     
1 Si veda Thomas (1996: 111-112).Opzioni regular barrier 62
 'HILQL]LRQHHSD\RII
Da un punto di vista strettamente funzionale le opzioni barriera si dividono in due grandi
categorie: le knock-out e le knock-in (o kick-in) barrier option. Le knock-out sono opzioni
tradizionali dotate di un secondo strike price, denominato “barriera”: nel caso in cui tale
barriera venga “infranta” l’opzione si estingue automaticamente. Le knock-in al contrario sono
contratti che offrono al detentore il possesso di una vanilla solo nel momento in cui la barriera
(predefinita contrattualmente) dovesse essere raggiunta entro l’arco di vita del contratto. In
questo paragrafo ci occuperemo delle regular barrier option, ossia di quel particolare tipo di
opzioni barriera che si estinguono (knock-out) o vengono ad esistenza (knock-in)
nell’intervallo di prezzo in cui l’opzione è out of the money, ovvero in presenza di un valore
intrinseco nullo; le regular includono dunque: le down and out call, le up and out put (si
estinguono out of the money), le down and in call e le up and in put (“nascono” out of the
money). È il caso di ricordare come, affinché le opzioni in questione nascano o si estinguano
effettivamente  out of the money, lo strike deve risultare rispettivamente maggiore della
barriera nel caso delle call e minore nel caso opposto (le put). I rispettivi payoff delle opzioni
appena citate possono essere così rappresentati:
Down and out call: 






se per ogni risulta





Up and out put: 






se per ogni risulta





Down and in call: 






se per qualche risulta





Up and in puts: 






se per qualche risulta





dove  ST  rappresenta il prezzo spot del sottostante a scadenza, t  indica un momento
determinato prima della scadenza, T è la scadenza, H è il livello di prezzo in corrispondenza
del quale è fissata la barriera, mentre S t 16  rappresenta il prezzo del sottostante rilevabile
nell’istante t .
È il caso di ricordare come le opzioni barriera possano prevedere contrattualmente anche una
sorta di premio di consolazione, detto rebate, per il caso in cui i movimenti del sottostante si
rivelino del tutto sfavorevoli per il detentore: l’opzione knock-out pagherebbe quindi una
somma R nel caso di perforamento della barriera, mentre l’opzione knock-in, al contrario, nel
caso di mancato raggiungimento della stessa (poiché, evidentemente, non si può essere certi
del mancato perforamento della barriera se non a scadenza, dunque solo allora il rebate verrà
corrisposto).Pricing delle regular barrier option 63
 3ULFLQJGHOOHUHJXODUEDUULHURSWLRQ
Abbiamo già accennato nell’introduzione all’anno di esordio delle opzioni barriera sul
mercato americano: il 1967. Cox e Miller (1965) avevano però già trovato la funzione di
densità (si veda il paragrafo precedente) sulla cui base era possibile una valutazione in termini
probabilistici delle opzioni qui trattate. Occorrerà tuttavia aspettare gli anni settanta per la
realizzazione, ad opera di Merton (1973), del primo modello di pricing delle barrier options:
si trattava nella fattispecie di una valutazione delle down and out options basata sulla
risoluzione di un’equazione differenziale stocastica opportunamente condizionata. Dopo il
lavoro di Merton lo studio delle opzioni barriera latiterà dalla letteratura finanziaria per ben
dieci anni: Bergman (1983) riprenderà in un certo senso il lavoro di Merton sviluppando un
impianto di valutazione per le opzioni path-dependent. Due anni più tardi Cox e Rubinstein
(1985) fornivano una formula sintetica per la valutazione delle down and out barrier.
Finalmente nel 1991, in concomitanza con la pubblicazione dei brevi articoli di Hudson e di
Benson, Rubinstein e Reiner (1991a) rendevano disponibile una esaustiva valutazione “alla
Black e Scholes” degli otto tipi di opzioni standard a barriera esistenti. Più tardi, nel 1994,
Boyle e Lau (1994) applicheranno con il medesimo scopo il meno elegante, ma pur sempre
efficace, metodo binomiale. Negli anni seguenti la letteratura in materia ha conosciuto uno
sviluppo enorme, senza peraltro innovazioni sostanziali rispetto alle opere prima citate.
In questo paragrafo offriremo una valutazione
2 in forma analitica dei quattro tipi di regular
barrier options oggetto d’analisi del presente capitolo: per far questo utilizzeremo il metodo
probabilistico ed in particolare una speciale funzione di densità probabilistica messa a punto,
come più volte ribadito, da Cox e Miller nel 1965 e che il lettore dovrebbe ricordare
dall’analisi condotta a riguardo in precedenza. Ad ogni modo si riporta qui di seguito la
funzione rappresentante, per ogni livello di prezzo finale posto al di qua della barriera, la
“probabilità” (più correttamente la densità di probabilità) con cui il prezzo del sottostante
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dove X è il logaritmo del rapporto tra prezzo finale e prezzo iniziale, mentre hH S = ln16  (è la
versione logaritmica della barriera).
Di questa funzione di densità ci preme isolare in particolare il secondo addendo, ovvero la
funzione che, per ogni livello di prezzo posto al di qua della barriera, ci dice la “probabilità”
























Allo scopo di meglio uniformarci alla comune simbologia adottata per le funzioni di densità
sostituiremo X (vale a dire il logaritmo del rapporto tra prezzo finale rilevato al tempo t e
                                                     
2 Per un eventuale confronto dei risultati si veda Rubinstein (1991) (con le opportune correzioni) o in alternativa
Zhang (1997: 218-240).
3 In ossequio a Rubinstein (1991).Opzioni regular barrier 64
prezzo iniziale) con la notazione u. Dopo questa breve operazione di maquillage la nostra





















s s ee ,
dove, nel caso fosse necessario ricordarlo, ar =- s
2 2.
A questo punto siamo in grado di procedere alla valutazione delle opzioni barriera.
/DGRZQDQGLQFDOO
La prima tipologia di cui offriremo qui una valutazione è la down and in call (con K>H e
senza rebate).
Utilizzando l’approccio probabilistico dovremo cercare di assegnare (e dunque moltiplicare)
ad ogni possibile payoff positivo la “probabilità” che esso stesso ha di verificarsi e quindi
sommare tutti i prodotti così ottenuti. Trattandosi di una knock-in, condizione imprescindibile
per l’ottenimento di un qualsiasi payoff positivo è chiaramente la preliminare perforazione
della barriera; proprio questa è la ragione che porta all’utilizzo della  gu 16  all’interno del
seguente integrale definito che, opportunamente attualizzato, ci restituisce il valore
dell’opzione in questione:








dove S è il prezzo spot iniziale.
Ricordando come u altro non sia che il logaritmo naturale del rapporto tra prezzo finale a
scadenza e prezzo iniziale, integrare in du da ln(K/S) ad infinito significa semplicemente
integrare da un prezzo tout-court pari a K fino ad infinito.
In sostanza noi stiamo sommando nel continuo (e dunque integrando) ogni payoff positivo
(Se
u  è banalmente il prezzo finale espresso attraverso la variabile logaritmica) moltiplicato
per la rispettiva probabilità che questo ha di verificarsi; probabilità questa condizionata al
preliminare perforamento della barriera (infatti  gu 16  ci restituisce, per ogni livello di prezzo
finale compreso nella zona in the money, la sola probabilità relativa ai “percorsi utili”, ovvero
quelli passanti per la barriera).
La risoluzione, passo per passo, dell’integrale sopra proposto è reperibile nell’apposita
appendice matematica che conclude il presente capitolo. In questa sede ci limiteremo ad
offrire la soluzione finale nella forma seguente, che consente il calcolo del premio della down
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ln ln 38 38Pricing delle regular barrier option 65
È questa dunque la formula che permette una valutazione in forma chiusa delle down and in
call (con K>H); osservando tuttavia meglio la soluzione proposta non è poi così difficile
constatare quanto notevoli siano le analogie strutturali di tale formula con quella ben più
celebre di Black e Scholes per la valutazione delle vanilla: in effetti l’espressione compresa
all’interno delle parentesi quadre può essere tranquillamente interpretata come la formula
appena citata con la semplice sostituzione di S con  HS
2 . Di qui la forma compatta
4 con cui è
























  indica la classica formula di Black e Scholes (per le call) espressa come
funzione dell’espressione  HS
2 , al posto del più tradizionale sottostante S, e dello strike price
K.
,OUHEDWHGHOODGRZQDQGLQFDOO
La formula appena ottenuta non tiene tuttavia in considerazione l’eventualità della concessione
di un rebate (chiaramente a scadenza) in caso di mancato perforamento della barriera. Nel
caso appunto in cui tale eventualità sia sancita contrattualmente si rende evidentemente
necessaria l’aggiunta alla nostra formula di una componente che offra una valutazione
analitica di tale feature.
Per una stima del valore del rebate è sufficiente moltiplicare il valore attuale della cifra
pattuita contrattualmente (=R in caso di mancato perforamento della barriera) per la
probabilità che il contratto si estingua senza che il prezzo arrivi mai a toccare la barriera
(ovvero la probabilità che il prezzo del sottostante finisca la propria corsa sopra la barriera
diminuita della probabilità che il prezzo, pur finendo sopra la barriera, passi almeno una volta
per la stessa). Nella simbologia matematica:
V down and in call e R f u g u du R
rt







dove f(u) è la consueta distribuzione normale non condizionata che, opportunamente integrata,
restituisce la probabilità tout-court che il prezzo finale risulti superiore alla barriera.
Sviluppando:
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 (da cui ux ta t =+ s  e dunque  ¢ = ut s ), mentre nel secondo più
utilmente  v





 (da cui uv t H S a t =+ + s 2ln16 e quindi  ¢ = ut s ).
















































































Coerentemente con quanto detto il prezzo di una down and in call con rebate (e K>H) sarà la
somma delle due componenti individuate (valore dell’opzione tout-court più il valore del
rebate):
CCV di di R
* =+ .
/DXSDQGLQSXWHUHODWLYRUHEDWH
Passiamo ora alla valutazione delle up and in put (con K<H). Chiaramente la struttura
dell’opzione è del tutto speculare a quella delle down and in call; questo permette di sfruttare
con poche modifiche le soluzioni cui siamo già pervenuti per le call. In effetti per ottenere la
valutazione delle up and in put si tratta di risolvere il seguente integrale:








L’intervallo di integrazione è evidentemente capovolto per la banale ragione che capovolta è
l’area in the money dell’opzione put rispetto alla call. Idem dicasi per il contenuto delle prime
parentesi all’interno dell’integrale. La modifica nell’intervallo di integrazione porterà
evidentemente ad un cambiamento di segno nell’argomento delle funzioni cumulate, mentre lo
scambio di segno nell’argomento dell’integrale provoca un analogo mutamento nella relazione
algebrica che lega le funzioni cumulate nella formula finale. Infatti
5:
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Per quanto concerne il rebate eventualmente offerto dalla up and in put (in caso di mancato
perforamento della barriera) la questione si ripropone in maniera del tutto analoga: si inverte
l’intervallo di integrazione. Questo perché la “regione di prezzo” in cui il sottostante deve
concludere la sua corsa (condizione necessaria ma non sufficiente) affinché ci sia la possibilità
di pagamento del rebate non è più, come nel caso della down barrier, l’intervallo da H (in
versione logaritmica) ad infinito, bensì l’intervallo compreso tra zero (che in versione
logaritmica è -¥) ed H (ancora in versione logaritmica: ln HS 16 ). Dunque:
V up and in put e R f u g u du R
rt
HS





































Vale chiaramente anche per le up and in put con rebate lo stesso discorso valido per le down
call: il valore complessivo è dato dalla somma del valore dell’opzione tout-court più il valore
del rebate (modificato come sopra).
/DGRZQDQGRXWFDOO
Prendiamo ora in esame la valutazione delle knock-out regular barrier option. L’analisi non
presenta particolari difficoltà supplementari rispetto alle in-barrier: soltanto nel caso in cui sia
prevista la presenza del rebate si rende necessario, come vedremo più avanti, l’utilizzo di una
nuova funzione di densità h(t), già esaminata comunque nel capitolo precedente. La prima out-
barrier di cui ci occuperemo in questa sede è la down and out call con K>H. Il valore
dell’opzione appena citata ce lo offre la risoluzione del seguente integrale
6:
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In sostanza non si è fatto altro che moltiplicare ogni payoff utile per la probabilità che esso ha
di verificarsi, probabilità questa condizionata però al mancato raggiungimento della barriera
(non per niente abbiamo a che fare con una knock-out): di qui la sottrazione, effettuata
attraverso la consueta g(u), dei “percorsi non utili”, ovvero quelli che, prevedendo
un’escursione sulla barriera, provocano l’estinzione anticipata dell’opzione. L’integrale può
utilmente essere scisso in due parti:
                                                     
6 Diversamente da Rubinstein (1991) si è preferito offrire al lettore un’impostazione del problema più compatta,
semplicemente per la maggiore intuitività della stessa. La successiva scissione dell’integrale riporterà l’analisi nel
solco tracciato dall’autore appena citato.Opzioni regular barrier 68
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Non è difficile ravvisare nel secondo integrale il valore della down and in call: questo
permette di semplificare il nostro lavoro, rendendo possibile il riutilizzo dei risultati ottenuti
nello studio della knock-in. Per quanto concerne poi il primo integrale il lettore esperto non
mancherà di riconoscere in esso il valore di una semplice vanilla call. La formula per la
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Questa formula, in base a quanto detto, può essere anche così riscritta:
C K H Vanilla call K C K H do di ,, 16 1 616 =- ,
da cui
C K H C K H Vanilla call K do di ,, 1616 1 6 += .
Questa relazione verrà ripresa nel paragrafo dedicato alla copertura statica delle barrier. Ad
ogni modo la ragion d’essere di tale equazione è banale: se si possiede contemporaneamente
una down and out call ed una down and in call (con medesime caratteristiche) ci si garantisce
necessariamente il possesso continuo di una vanilla con medesimo strike, poiché, qualora la
knock-out dovesse estinguersi (a causa del perforamento della barriera), automaticamente la
knock-in offrirebbe ciò che la knock-out ci ha tolto.
Il valore dell’eventuale rebate di una down and out call è  l o  s t e s s o  d i  u n a  down and in
immediate american digital (con identica barriera) che paghi, in caso di esercizio, una somma
analoga a quella pagata dal rebate: si rimanda pertanto al paragrafo corrispondente.
/DXSDQGRXWSXW
Rimane da trattare a questo punto la sola tipologia delle up and out put. Come per le prime
due opzioni esaminate in questo paragrafo, esiste una forma di simmetria tra le down and out
call e le up and out put. In sostanza per ottenere una valutazione di queste ultime è sufficiente
utilizzare le stesse soluzioni trovate per le prime con alcune semplici modifiche: trattandosi di
put invece che di call occorrerà banalmente cambiare il segno che precede le funzioni
cumulate (perché il payoff della put è l’esatto opposto di quello della call) nonché il segno
interno alle stesse, essendosi invertito l’intervallo di integrazione. In termini matematici infatti
il valore delle up and out put è dato dal seguente integrale:
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Ne consegue, come poc’anzi spiegato, la soluzione seguente:
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Ovviamente vale anche in questo caso, mutatis mutandis, quanto messo in rilievo per le down
barrier. Vale cioè la seguente relazione:
P K H Vanilla put K P K H uo ui ,, 16 1 616 =- ,
da cui
P K H P K H Vanilla put K uo ui ,, 1616 1 6 += .
La logica che sta dietro a questa equazione è la medesima illustrata per le barrier call.
Si conclude qui questo paragrafo dedicato alla valutazione delle regular barrier option. Nel
prossimo paragrafo, utilizzando grafici basati su questi stessi modelli di pricing, cercheremo di
conoscere meglio le caratteristiche di “funzionamento” concreto di queste tipologie di opzioni.
Prima tuttavia di dedicarci a tale studio è il caso di ricordare come le formule via via ottenute
in questo paragrafo sono del tipo “alla Black e Scholes” classico: in altre parole non tengono
conto degli eventuali dividendi che il sottostante paga al detentore. Esistono evidentemente
varianti di tali formule che tengono conto dell’esistenza di dividendi (oppure del tasso sulla
valuta merce: si pensi alle opzioni valutarie) nonché altre varianti ancora ideate per opzioni
facenti riferimento non al prezzo spot (come fatto finora), bensì al prezzo forward del
sottostante. Nelle pagine seguenti si riportano due tabelle contenenti, per ciascuno dei quattro
tipi di opzioni qui trattate, rispettivamente la valutazione nel caso di sottostante pagante
dividendi (o di sottostante valutario: vedi modello Garman-Kohlhagen (1983)) nonché quella
derivante dal riferimento a prezzi forward del sottostante (alla Grabbe (1983)): nel primo caso
d rappresenterà il tasso (idealmente continuo) con cui il sottostante paga i dividendi oppure,
nel caso di opzione valutaria, il tasso senza rischio pagato sulla valuta merce (nel qual caso S
verrebbe a rappresentare il costo, in valuta domestica, di una unità di valuta merce, ovvero il
cambio  spot), mentre nel secondo caso F sarebbe semplicemente il prezzo forward del
sottostante, cui l’opzione fa riferimento. Oltretutto a verrà ad assumere significati diversi a
seconda del modello: ard =-- s
2 2 nel modello di Merton (1973) (azioni paganti dividendi
continui) o di Garman e Kohlhagen (1990) (opzioni valutarie), a =-s
2 2 nel modello per
prezzi forward (il che permette la semplificazione di 2
2 a s  in -1).Opzioni regular barrier 70
Tabella 1 - Pricing delle regular barrier in presenza di dividendi (o nel caso di opzioni valutarie)
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Tabella 2 - Pricing delle regular barrier in caso di riferimento a prezzi forward
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 9DORUHHVHQVLELOLWjGHOOHUHJXODUEDUULHURSWLRQ
In questo paragrafo cominceremo a familiarizzare con il comportamento delle opzioni
barriera, studiando in un primo momento l’andamento delle opzioni knock-in (in particolar
modo quello delle down and in calls) per poi passare all’analisi della più antica varietà delle
knock-out.
/HNQRFNLQUHJXODUEDUULHURSWLRQ
Il grafico riportato in figura 1, rappresentante il valore di una down and in call in funzione del
sottostante e della vita residua, è stato ottenuto assumendo uno strike  K =105$ , una volatilità
s =157% , , un tasso senza rischio rf = 5% ed una barriera a quota  H =100$ .
















Figura 1 - Premio di una down and in call (K=105, H=100) in funzione del prezzo e della vita residua
È il caso di far immediatamente presente al lettore come l’opzione, al di sotto della barriera
posta a quota 100$, semplicemente cessi di essere una barrier option per diventare una vanilla
call (ed è dunque una vanilla ad essere rappresentata nella regione sinistra del grafico): ciò è
evidentemente frutto della struttura contrattuale. Per il resto le considerazioni che il grafico
suggerisce sono molto semplici. In primo luogo l’opzione (partendo chiaramente da prezzi al
di sopra della barriera) tende ad aumentare di valore man mano che il prezzo si avvicina alla
barriera: ciò si spiega con il conseguente aumento della probabilità di perforamento di
quest’ultima, evento che, come noto, porterebbe il detentore a beneficiare dell’agognato
possesso della vanilla (senza il quale rimarrebbe, salvo rebate, assolutamente privo di
qualsivoglia possibilità di payoff positivo).Opzioni regular barrier 72
A prescindere tuttavia dalle ragioni che portano l’opzione a presentare un tale profilo piuttosto
che un altro, resta il fatto che esso finisce col risultare assai simile a quello di una vanilla put.
Non è il caso qui di dilungarsi sul perché di una tale somiglianza: basti sapere che, in presenza
di certe condizioni, è possibile addirittura replicare esattamente il valore della knock-in
utilizzando una precisa quantità di vanilla (put nel caso presente, call nel caso di una up and in
put) dotate di opportuni strike  price: troveremo comunque modo di approfondire tale
importante tematica nel prossimo paragrafo, dedicato alle modalità di copertura statica delle
regular barrier.
Non deve inoltre stupire il fatto che il valore dell’opzione tenda (partendo da sopra la
barriera), per prezzi molto vicini alla barriera, a coincidere così perfettamente (o quasi) con
quello della vanilla: appena al di sopra di essa infatti il perforamento diviene evento
praticamente certo, con la banale conseguenza di trasformare l’opzione in una vanilla con un
certo “anticipo” (almeno nel valore). In effetti, in corrispondenza di una vita residua pari a
nove mesi, passando da un prezzo (del sottostante) di 100,5$ ad uno di 99,5$ (ovvero
infrangendo la barriera) il valore della posizione sale da 4,6$ a 4,65$ soltanto.
Il valore dell’opzione tende poi a scendere con il passare del tempo per un effetto ovvio di
time decay; del resto il valore dell’opzione rappresentato nel grafico è interamente di tipo
temporale, nel senso che dipende strettamente (ed esclusivamente) dalla probabilità di
movimenti favorevoli del sottostante, movimenti questi che diventano meno probabili in
presenza di una più bassa vita residua.
Passiamo ora all’analisi della funzione Delta (figura 2).

























Figura 2 - Delta di una down and in call (K=105, H=100) in funzione del prezzo e della vita residua
Non è difficile rilevare la discontinuità che la funzione presenta in corrispondenza della
barriera (a quota 100$): è infatti in questo punto che l’opzione si trasforma nella vanilla, con
conseguente stravolgimento della posizione che, da ribassista (in un primo momento), diventa
improvvisamente rialzista (la vanilla è una call). Del resto basti pensare che, in presenza di
una vita residua di nove mesi, passando da un prezzo (del sottostante) di 100,5$ ad uno di
99,5$ il Delta della posizione passa da -0,6 a 0,5 (quasi l’opposto). Non c’è bisogno di
sottolineare come una tale discontinuità nella funzione Delta renda alquanto disagevoleValore e sensibilità delle regular barrier option 73
l’eventuale copertura dinamica dell’opzione (ovvero tramite posizioni nel sottostante
continuamente ricalibrate): giocherebbe infatti a sfavore dell’hedger il solito importante
fenomeno dello slippage
7, ma anche una indeterminatezza della copertura in prossimità della
barriera (che potrebbe definirsi un effetto Gamma improprio, di segno opposto al Gamma
tradizionale, dovuto al drastico aumento del Delta in seguito alla trasformazione dell’opzione),
imprecisione questa che svolgerebbe un ruolo essenzialmente sfavorevole per il detentore (e
favorevole per l’emittente, il quale vedrebbe smussato il tradizionale effetto Gamma a lui
sfavorevole). Il Delta tende inoltre a calare con il passare del tempo: ciò è dovuto, sia sopra
che sotto la barriera (la vanilla è out of the money), ad un generale calo delle probabilità
relative a movimenti significativamente favorevoli del prezzo.
Il lettore particolarmente attento avrà inoltre notato come il Delta dell’opzione, per prezzi
posti al di sopra della barriera, raggiunga valori superiori (in valore assoluto) a quelli
raggiungibili per prezzi inferiori alla stessa: ciò si spiega soprattutto (ma non solo) con
l’effetto drift cui più volte abbiamo fatto cenno nelle nostre considerazioni.
In sostanza la tendenza del prezzo a salire (in media: è il drift positivo) fa sì che il valore
dell’opzione, anche in prossimità della barriera (nella fattispecie appena al di sopra), sia
sempre suscettibile di sensibili aumenti: questo perché il drift positivo abbassa la probabilità di
perforamento della barriera e la rende conseguentemente (e con essa chiaramente il valore
dell’opzione) più sensibile a movimenti favorevoli del sottostante. Per una conferma numerica
di quanto detto è sufficiente far notare come, nel caso di un’opzione con nove mesi di vita
residua ed in presenza di un prezzo del sottostante appena al di sopra della barriera, per un
tasso senza rischio che passa dal solito 5% ad un più sostanzioso 10%, il Delta dell’opzione
sale (in valore assoluto) da -0,6 circa ad oltre -1 (ovvero quasi il doppio). In presenza quindi
di un tasso nullo i Delta dell’opzione sui due “versanti” della barriera tendono a coincidere
(sempre in valore assoluto), a patto però che la vita residua risulti sufficientemente bassa;
bisogna infatti tenere ben presente che le differenti caratteristiche strutturali dell’opzione sui
due lati della barriera (vanilla al di sotto di questa e praticamente digital al di sopra della
stessa) possono essere ignorate solo quando una bassa vita residua rendesse la vanilla, data la
difficoltà probabilistica per il prezzo (del sottostante) di raggiungere valori molto elevati,
sufficientemente comparabile ad una digital (nel senso che i payoff raggiungibili hanno scarsa
variabilità).
Per quanto concerne la funzione Gamma, essa risulta, abbastanza prevedibilmente, sempre
positiva per qualsiasi valore del prezzo o della vita residua. A riprova di tale affermazione si
osservi la figura 3. Chiaramente la funzione non è definita in corrispondenza della barriera,
dove del tutto arbitrariamente abbiamo posto la funzione uguale a zero. Ad ogni modo,
qualora ce ne fosse ancora bisogno, il grafico ribadisce la “pericolosità”, sotto il profilo del
Delta hedging, della zona di prezzo a ridosso della barriera: un Gamma elevato implica
sempre, in condizioni di mercato e di hedging non ideali (leggasi presenza di trend di prezzo e
aggiustamento non continuo della posizione), la presenza dell’importante rischio Gamma
corrispondente.
Va tuttavia aggiunto come, nel nostro caso, la derivata seconda del premio rispetto al prezzo
dell’underlying non sembra raggiungere livelli particolarmente allarmanti nemmeno a ridosso
della barriera (anzi addirittura inferiori a quelli riscontrabili in una vanilla in corrispondenza
dello strike, anche se, è bene ricordarlo, il Gamma della barrier si mantiene su livelli più che
discreti su tutto l’arco di vita dell’opzione, ovvero anche per basse vite residue): questo ci
porta a ritenere abbastanza praticabile la strada della copertura tramite sottostante (è di fatto la
più utilizzata), per quanto ciò non implichi necessariamente che essa sia poi la via migliore da
seguire (si pensi oltretutto all’effetto Gamma “improprio” prodotto dalla discontinuità presso
la barriera, effetto questo ignoto per le vanilla).
                                                     
7 Si veda in proposito la parte dedicata alla copertura delle american digital.Opzioni regular barrier 74


















Figura 3 - Gamma di una down and in call (K=105, H=100) in funzione del prezzo e della vita residua
Esaminiamo ora la funzione Vega della medesima opzione. Il grafico riportato in figura 4
presenta evidentemente una schiacciante somiglianza con il Vega di una vanilla.



















Figura 4 - Vega di una down and in call (K=105, H=100) in funzione del prezzo e della volatilità di
partenza
Non è chiaramente il caso di spiegare perché la porzione di grafico posta a sinistra della
barriera presenti una tale somiglianza; più interessante è invece cercare di giustificare la
conformazione del grafico a destra della stessa. Il Vega tende a crescere man mano che ilValore e sensibilità delle regular barrier option 75
prezzo si avvicina alla barriera: la ragione di ciò consiste semplicemente nel fatto che, tanto
più prossimo risulta il prezzo al traguardo (la barriera), tanto più determinante diventa l’aiuto
rappresentato da un incremento nella volatilità (anche se, per volatilità di partenza piuttosto
alte e prezzi a ridosso della barriera, la probabilità di knocking-in raggiunge livelli tanto alti da
risultare poco incrementabili, con la conseguenza che il Vega tende a decrescere già a partire
da prezzi situati un poco sopra la barriera); d’altra parte, per prezzi molto lontani dalla
barriera, la probabilità di perforamento della stessa diventa tanto bassa da risultare poco
sensibile a moderati incrementi della volatilità. Quanto appena detto risulta tanto più vero
quanto minore è la volatilità di partenza, per la semplice ragione che una bassa volatilità
riduce la probabilità di perforamento in maniera più decisiva nelle regioni di prezzo lontane
dalla barriera che in quelle vicine. Ecco spiegato perché il grafico debba, al diminuire della
volatilità di partenza, sgonfiarsi molto più rapidamente per prezzi elevati che per prezzi vicini
alla barriera. Volendo portare un esempio numerico, basti pensare che, in presenza di una
volatilità del 20% e passando da uno spot di 130$ ad uno di 101$, il Vega sale da 8 a 35 (oltre
quattro volte tanto). Quanto detto finora vale anche per il caso in cui si ragioni in termini di
vita residua anziché in termini di volatilità.
L’altra  regular knock-in qui trattata è rappresentata dalle up and in put. Di fatto la loro
struttura, come del resto si è avuto modo di constatare nel paragrafo dedicato al pricing di
queste barriers, può definirsi del tutto speculare a quella delle appena esaminate down and in
call. Esiste tuttavia una variabile che, non rispettando questa simmetria strutturale, determina
qualche lieve differenza comportamentale tra le due knock-in: tale variabile è evidentemente il
drift, il quale non può non rimanere il medesimo per ambedue le esotiche (mentre per
mantenere la simmetria avrebbe dovuto modificarsi nel suo opposto: ad esempio da 5% a
-5%). Il grafico riportato in figura 5 è relativo all’andamento del premio della up and in put:














Figura 5 - Premio di una up and in put (K=100, H=105) in funzione del prezzo e della vita residua
La somiglianza (in termini speculari) del grafico con la figura 1 relativa al premio della down
and in call è schiacciante. Tuttavia il drift, rimasto invariato, comporta leggere diversità in
termini di pendenza: infatti, mentre il Delta della down and in call (al di sopra di H) era, in
termini assoluti, superiore a quello della vanilla al di là della barriera, in questo caso avviene
l’esatto opposto (il drift in effetti aumenta il Delta della vanilla put e diminuisce quello dellaOpzioni regular barrier 76
barrier). Il drift è inoltre responsabile di un’altra particolarità: portando all’eccesso la
probabilità di knocking-in a ridosso della barriera, fa sì che il Delta, al diminuire della vita
residua, tenda, a tratti (proprio a ridosso della barriera), ad aumentare lievemente
(diversamente dalla call). Questo fenomeno si spiega con la diminuzione della probabilità di
perforamento della barriera che il calo di vita residua porta con sé: tale diminuzione, data
l’entità della probabilità di partenza, finisce dunque con l’essere più importante, ai fini del
comportamento del Delta nel tempo, rispetto al calo di valore della vanilla sottostante (che
tenderebbe a far calare la pendenza). Per il resto le due opzioni sono (specularmente)
identiche. Per fini di completezza si riportano comunque i grafici relativi al Delta e al Gamma
della up and in put (figura 6 e 7).Valore e sensibilità delle regular barrier option 77
















Figura 6 - Delta di una up and in put (K=100, H=105) in funzione del prezzo e della vita residua

















Figura 7 - Gamma di una up and in put (K=100, H=105) in funzione del prezzo e della vita residuaOpzioni regular barrier 78
/HNQRFNRXWUHJXODUEDUULHURSWLRQV
Passando alle knock-out option si esamina, prima di tutto, l’andamento del valore di una down
and out call in relazione al variare del prezzo e della vita residua (figura 8).


















Figura 8 - Premio di una down and out call (K=105, H=100) in funzione del prezzo e della vita residua
Il grafico è stato ottenuto ipotizzando uno strike di 105$, una barriera fissata a quota 100$, una
volatilità del 15,7% ed un tasso senza rischio del 5%. A scanso di equivoci, il grafico, al di qua
di quota 100$, semplicemente cessa di essere significativo: l’opzione non esiste al di sotto
della barriera e la scelta di assegnarle valore zero (quale emerge dal grafico) è del tutto ovvia.
Come lecito aspettarsi l’opzione aumenta di valore al salire del prezzo sottostante. Tale
crescita (nel valore dell’opzione) non è dovuta solamente all’aumento del valore intrinseco che
si verifica con l’aumento del prezzo, bensì trova una spinta ulteriore nella diminuzione della
probabilità di knocking-out che l’aumento stesso del prezzo inevitabilmente produce,
allontanando il sottostante dalla zona, per così dire, “critica”.
Del resto, in base alla relazione C C Vanilla Call do di +=  verificata nel precedente paragrafo di
pricing, il valore di una Cdo  sarebbe costituito da una vanilla call con il concorso
(algebricamente negativo) di una “specie di put” (la Cdi ): ciò aiuta a spiegare la rapida
diminuzione di valore registrabile a ridosso della barriera (la “put” infatti aumenta di valore al
calare del prezzo). Ad ogni modo la conformazione della funzione Delta catturata in figura 9
può aiutare a verificare quanto detto. Coerentemente con le considerazioni appena svolte il
Delta dell’opzione, almeno in presenza di un’elevata vita residua, si rivela nettamente
superiore alla corrispondente greca di una vanilla: per una verifica è sufficiente infatti
constatare come esso (il Delta della barrier) risulti, a tratti (non casualmente per una vita
residua molto elevata), addirittura superiore ad uno (nella fattispecie oltre 1,1 a nove mesi
dalla scadenza e per prezzi collocati a ridosso della barriera). Ciò è dovuto, come già fattoValore e sensibilità delle regular barrier option 79
notare, all’aumento di valore indotto nell’opzione dalla diminuzione della probabilità di
perforamento della barriera che un aumento del prezzo porta inevitabilmente con sé.
Chiaramente questa componente probabilistica (componente questa che si aggiunge a quella
del valore intrinseco, o più propriamente vanilla, nel determinare l’aumento di valore
dell’opzione che segue ad una crescita del prezzo del sottostante) tende a risultare sempre
meno significativa man mano che ci si allontana dalla barriera, per la banale ragione che la
diminuzione di probabilità di cui sopra diventa, al crescere del prezzo, quantitativamente
sempre meno consistente: la conseguenza è evidentemente, per prezzi sufficientemente alti,
una netta prevalenza della componente vanilla su quella che abbiamo genericamente definito
componente probabilistica ma che più significativamente ancora potremmo battezzare
componente “barriera”.


















Figura 9 - Delta di una down and out call (K=105, H=100) in funzione del prezzo e della vita residua
La prevalenza su quest’ultima della componente più tradizionale porta il Delta dell’opzione, al
crescere del prezzo, a convergere verso il valore unitario, prima da sopra e poi, quando la
componente barriera è del tutto esaurita, da sotto (il tradizionale valore temporale della vanilla
impedisce infatti al Delta di fermarsi, nella sua discesa, a quota uno). Resta da dire che la
componente barriera è tanto più significativa quanto maggiore è la vita residua dell’opzione,
per la semplice ragione che, quanto più tempo manca alla scadenza dell’opzione, tanto
maggiore ne emerge la probabilità di perforamento della barriera. Quanto più alta si dimostra
quest’ultima, tanto più condizionato ne risulta l’andamento del valore dell’opzione e quindi, in
ultima analisi, tanto maggiore si manifesta l’influenza della componente barriera. A
dimostrazione della validità di queste intuizioni di massima, il grafico del Delta tende, al
diminuire drastico della vita residua, a ricalcare sempre più l’andamento del Delta di una
vanilla: è la dimostrazione lampante della netta prevalenza della componente “vanilla” su
quella “barriera” per bassi valori della vita residua. Il Gamma dell’opzione non può
naturalmente non risultare condizionato dalle questioni appena trattate (si veda la figura 10).
Come ampiamente prevedibile, per una vita residua sufficientemente elevata, la prevalenza
della componente barriera (prevalenza che sfuma via via all’aumentare del prezzo) porta, nella
corrispondente zona del grafico, ad un Gamma per lo più negativo, mentre, avvicinandoci alla
scadenza, la schiacciante controffensiva della componente vanilla rende l’andamento della
funzione Gamma del tutto analogo a quello della controparte tradizionale (il Gamma dellaOpzioni regular barrier 80
vanilla). Volendo offrire un esempio numerico, basti pensare che, passando, per uno spot di
102$, da una vita residua di 1 anno ad una di 1 mese, il Gamma passa da un determinato
valore negativo (-0,04) al suo esatto opposto algebrico (0,04 e oltre).
Per completare l’analisi delle down and out calls resta da esaminare soltanto l’importante
funzione Vega.




















Figura 10 - Gamma di una down and out call (K=105, H=100) in funzione del prezzo e della vita
residua
A ennesima dimostrazione della natura dicotomica che l’opzione presenta in corrispondenza di
diverse vite residue (il derivato presenta infatti una propria originale natura fintantoché la vita
residua si mantiene elevata, per poi trasformarsi quasi del tutto in una vanilla) si riportano i
due grafici relativi al Vega di una medesima opzione rispettivamente ad 1 anno (il primo) e a 3
mesi (il secondo) dalla scadenza.
Si osservi quindi il primo grafico, relativo al Vega dell’opzione dotata ancora di un’elevata
vita residua (figura 11). Non è difficile rilevare come l’opzione presenti, in certe zone del
grafico ed in particolar modo a ridosso della barriera, accanto al familiare Vega positivo anche
un non troppo sconcertante Vega negativo. La spiegazione di tale fenomeno è infatti
estremamente semplice: a ridosso della barriera (ed in presenza di un’elevata vita residua che
faccia da amplificatore) un aumento della volatilità del sottostante incrementa potentemente le
probabilità di knocking-out dell’opzione e quindi, in sostanza, la possibilità di incappare nelle
relative inevitabili conseguenze negative per il detentore. Chiaramente il fenomeno (del Vega
negativo) risulterà più circoscritto in presenza di una bassa volatilità di partenza, poiché
questa, abbassando notevolmente la probabilità di knocking-out, limita l’influenza della
componente barriera nella struttura dell’opzione. Tuttavia, anche in presenza di una bassa
volatilità di partenza, il Vega raggiunge comunque, per prezzi appena al di sopra della barriera,
livelli negativi ragguardevoli (sotto -4,6): anzi si può ben dire che il Vega negativo è sì più
facilmente rintracciabile per un’alta volatilità di partenza (lo si trova in una più estesa “zona di
prezzo”), ma raggiunge i valori massimi (in termini assoluti) per basse volatilità. In sostanza
per elevate volatilità la prevalenza della componente barriera porta a Vega quasi ovunque
negativi, ma la stessa alta volatilità rende troppo elevata la probabilità di perforamento, alValore e sensibilità delle regular barrier option 81
punto da renderla non troppo sensibile ad ulteriori aumenti della volatilità stessa (la
conseguenza è un Vega “non troppo negativo”); l’esatto opposto succede per basse volatilità di
partenza. A conferma di quanto detto si consideri che, per una volatilità del 33%, il Vega si
mantiene negativo per qualsiasi livello di prezzo compreso tra 101 e 120$ senza però mai
scendere sotto -1,35; al contrario, per una volatilità del 10%, il Vega risulta negativo nel solo
esiguo range di prezzo compreso tra 101 e 103$, raggiungendo tuttavia livelli (negativi) ben
più sostanziosi, fino ad oltre -3,3.























Figura 11 - Vega di una down and out call (K=105, H=100) in presenza di una vita residua pari ad 1
anno
















Figura 12 - Vega di una down and out call (K=105, H=100) a tre mesi dalla scadenzaOpzioni regular barrier 82
Si è già avuto modo di spiegare come, per una bassa vita residua, la componente barriera
debba cedere nettamente il passo alla più tradizionale componente vanilla. Ciò è facilmente
riscontrabile nel grafico riportato in figura 12 (relativo al medesimo Vega, ma per una vita
residua di soli tre mesi): non a caso infatti la struttura ricorda, molto più di quanto non faccia il
primo grafico, il Vega di una vanilla. Le differenze ad ogni modo non possono certo mancare:
specialmente per alte volatilità di partenza la componente barriera torna a far capolino; la
bassa vita residua impedisce a tale componente di prendere il sopravvento e di sfociare in un
Vega negativo ma, ciononostante, non può impedirle di abbassare notevolmente le dimensioni
del Vega positivo.
Chiaramente tale riduzione del Vega ha luogo, oltre che per alte volatilità, a ridosso della
barriera, dove, come del resto abbiamo ampiamente avuto modo di accertare, la componente
barriera è giocoforza più significativa.
L’altra knock-out di cui dobbiamo occuparci in questa sede è rappresentata dalle up and out
put. Come nel caso delle knock-in, la put presenta una struttura del tutto simmetrica a quella
della call: ciò tuttavia non le impedisce di manifestare anche caratteristiche del tutto originali.
Questa opzione presenta infatti, a differenza della controparte down and out call, un time
decay a tratti negativo. In effetti, per prezzi abbastanza lontani dalla barriera, il valore
dell’opzione sale al passare del tempo. Volendo offrire qualche cifra, si consideri che, per uno
spot pari a 85$ (in questo esempio e nel grafico riportato nella pagina seguente lo strike
dell’opzione è stato fissato a quota 100$, la barriera a 105$; le condizioni restanti sono le
medesime relative alle opzioni precedenti), l’opzione passa dagli 11,7$ di valore per un anno
di vita residua ai 13,8$ riscontrabili a soli tre mesi dalla scadenza.





























Prezzo Vita res idua
Figura 13 - Premio di una up and out put (K=100, H=105) in funzione del prezzo e della vita residua
La ragione di tale anomalo time decay è da attribuirsi interamente alla combinazione tra drift
positivo (che questa volta spinge il sottostante verso la barriera) e componente barriera: il drift
infatti mantiene a livelli significativi la probabilità di perforamento della barriera anche per
prezzi molto lontani dalla stessa, mentre la riduzione della medesima probabilità ad opera delValore e sensibilità delle regular barrier option 83
semplice passaggio del tempo fa il resto. Paradossalmente tale fenomeno non ha luogo per
prezzi troppo vicini alla barriera: la ragione di ciò è da ricercarsi nel bassissimo valore
dell’opzione per tali prezzi e quindi in una situazione in cui quasi ogni movimento di un certo
rilievo del sottostante finisce con l’essere ampiamente auspicabile (del resto solo un forte
shock aleatorio, ovviamente al ribasso, può vincere il drift che trascina verso la barriera).




















Figura 14 - Delta di una up and out put (H=105$) in funzione del prezzo e della vita residua
















Figura 15 - Gamma di una up and out put (H=105) in funzione del prezzo e della vita residuaOpzioni regular barrier 84
Osservando più attentamente il grafico riportato in figura 13, il lettore si renderà inoltre conto
di come la pendenza dello stesso, in special modo per elevate vite residue, risulti meno
accentuata rispetto alla call (infatti il Delta dell’opzione, riportato in figura 14, non scende mai
sotto  -1). Ciò è dovuto al drift che, spingendo il prezzo verso la barriera, aumenta le
probabilità di perforamento della stessa fino a livelli tali da risultare poco “incrementabili” a
seguito di movimenti ulteriormente sfavorevoli del prezzo. Naturalmente tale situazione non
può non influire sul Gamma dell’opzione (figura 15), che, infatti, a differenza della down and
out call, si presenta positivo per qualsiasi valore del prezzo e della vita residua.
Nel prossimo paragrafo tratteremo del modo con cui, in alternativa al classico Delta hedging,
può risultare vantaggioso
8 coprire le tipologie di opzioni appena esaminate. Tuttavia, prima di
passare ad altro argomento, può essere utile proporre al lettore una serie di semplici grafici
riepilogativi (ottenuti per una vita residua di sei mesi), relativi alle quattro regular finora
trattate (si vedano i prospetti 1, 2 e 3).
                                                     
8 Va comunque detto (si veda Thomas (1996: 121)) che, data l’entità del Gamma delle regular, inferiore persino a
quello delle semplici vanilla, il Delta hedging delle opzioni appena esaminate rappresenta un attività tutt’altro che


































































































































































































     c) Gamma di una down and in call (K=105;H=100)     f) Gamma di una down and out call (K=105;H=100)










































































































































































































     c) Gamma di una up and in put (K=100;H=105   f) Gamma di una up and out put (K=100;H=105)




















































































































     c) Vega di una up and in put (K=100;H=105)   d) Vega di una up and out put (K=100;H=105)
Prospetto 3 - Vega delle regular barrier optionsOpzioni regular barrier 88
 /DFRSHUWXUDGHOOHUHJXODUEDUULHURSWLRQ
)RQGDPHQWRPDWHPDWLFRGHOODFRSHUWXUDVWDWLFD
Nel paragrafo appena concluso abbiamo accennato ad una metodologia di copertura (delle
barrier) alternativa al solito Delta hedging. Per la verità tale metodo
9 era implicito nel pricing
stesso delle barrier e quindi nelle formule, ad esse relative, che abbiamo fornito nel secondo
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Si faccia ora l’ipotesi (forte) che il tasso senza rischio sia nullo (nel proseguo del paragrafo si









































































































































































































                                                     
9 Si veda pure Carr (1994) ed in aggiunta Thomas (1996: 121-122) o Taleb (1997: 323-335) (questi ultimi riportano
esempi, ma non il metodo di derivazione delle formule).La copertura delle regular barrier option 89


































































Tra parentesi quadre ritroviamo la formula di valutazione delle vanilla put (con drift nullo).




Vanilla Put S K di = , 1 16 .
In base a questa equazione è possibile coprire una down and in call costruendo una replica
della stessa costituita da una quantità 
K
H
 di vanilla puts con medesima vita residua e volatilità





. Per quanto riguarda la down and out call vale la pena ricordare come essa sia
inevitabilmente legata alla knock-in dalla seguente relazione:
C K H C K H Vanilla Call K di do ,, 1616 1 6 += .
Infatti la presenza contemporanea nel portafoglio di una down and out call e di una down and
in call (dotate di medesimo strike, barriera e vita residua) garantisce, per qualsiasi prezzo del
sottostante, il possesso continuo di una vanilla call, per la banale ragione che, qualora dovesse
estinguersi la knock-out, la knock-in offrirebbe automaticamente la medesima vanilla persa
con il perforamento della barriera. In base a questa relazione è dunque possibile scrivere:
C K H Vanilla Call K
K
H
Vanilla Put K do , 16 1 6 1 6 =- 1 .
L’equazione ci dice che, per coprire la vendita di una down and out call, è sufficiente
acquistare una vanilla  call dotata del medesimo strike della barrier nonché vendere una
quantità KH  di vanilla puts con strike  HK
2 .
Passando alle barrier puts il ragionamento da seguire è del tutto analogo. Ricordiamo prima di
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Ponendo r = 0 e procedendo al solito (sostituzione di  HK























































































VanillaCall S K , 1 16 .
La replica di una up and in put è dunque costituita da una quantità  KH  di vanilla calls con
strike  HK
2 . Per quanto riguarda la up and out put possiamo utilizzare la medesima relazione
vista per le calls:
P K H P K H Vanilla Put K ui uo ,, 1616 1 6 += ,
da cui
P K H Vanilla Put K
K
H
VanillaCall K uo , 16 1 6 1 6 =- 1 .
L’equazione appena fornita suggerisce la replica della up and out put effettuata attraverso
l’acquisto di una vanilla put, dotata del medesimo strike della barrier, nonché attraverso la
vendita di una quantità  KH  di puts con strike, al solito, pari ad  HK
2 .
Volendo prescindere per un attimo dal meccanicismo matematico
10, si può cercare di offrire
un’interpretazione più “intuitivo-economica” della replica di barrier tramite vanilla. Avevamo
già abbondantemente accennato, in merito alle knock-out, ad una sorta di possibile scissione
del valore della barrier in due componenti distinte: la tradizionale componente vanilla e la più
specifica componente barriera (componente questa algebricamente negativa; infatti la barrier
vale sempre meno della vanilla). Prendiamo ad esempio una down and out call: la componente
vanilla sarebbe in questo caso rappresentata semplicemente da una vanilla call con strike
identico a quello della barrier; la componente barriera, che, come noto, porta il valore
dell’esotica a diminuire sempre più all’avvicinarsi del sottostante per l’appunto alla barriera (si
tratterebbe in sostanza di una componente negativa crescente, in senso assoluto, al decrescere
del prezzo sottostante), potrebbe essere opportunamente “mimata” dalla vendita di una vanilla
put. Lo strike di tale put dovrebbe possibilmente essere simmetrico, rispetto alla barriera, a
quello della call. La scelta, per essa, di uno strike posto al di sotto della barriera (di più: con
questa a metà strada tra lo strike della call e quello appunto della put) si può motivare con la
necessità di agevolare l’annullamento del valore della posizione complessiva (acquisto di call
e vendita di put) in corrispondenza della barriera, consistentemente con l’estinzione che
l’esotica incontra al perforamento della stessa da parte del prezzo. Data la lognormalità del














                                                     
10 Si veda anche Carr (1994).La copertura delle regular barrier option 91
dove  K  è lo strike della call e K1 quello della put (H è la barriera).
Dalla relazione di cui sopra segue:  KH K 1
2 = . Resterebbe però da definire la quantità esatta
di  put da vendere: se infatti, per definizione, la componente vanilla deve essere
necessariamente unitaria, non altrettanto può dirsi dell’altra componente (componente in
qualche modo residuale). Per determinare tale quantità consideriamo prima di tutto il valore
complessivo della posizione (posto x la quantità di put da vendere), quale si è venuta















































Poiché ci proponiamo di replicare il valore di una down and out call, l’espressione di cui sopra
deve valere, per S=H, esattamente zero. Sostituendo inoltre  KH K 1



































































HA KB xHB xK A -+ - = 1 0;
da cui
AH x K Bx H K -+ - = 1 0 16 16 .





Lo static hedging tramite vanilla presenta ovviamente alcuni inconvenienti. In primo luogo è il
caso di far notare come la copertura offra assoluta precisione soltanto in presenza di drift nullo
ed in totale assenza di skew. La necessità di un tasso nullo si spiega con l’analoga ipotesi di
partenza, in virtù della quale è stato possibile derivare il modello. Per quanto riguarda la
seconda condizione (l’assenza di skew), questa si rende necessaria in considerazione
dell’uguaglianza che il modello impone tra le volatilità relative alle vanilla (nonostante il
diverso strike) e la volatilità implicita della barrier: la presenza di skew renderebbe al
contrario impossibile tale uguaglianza.Opzioni regular barrier 92
Sebbene per le opzioni valutarie l’ipotesi di assenza di drift si addolcisca in una più blanda
ipotesi di uguaglianza tra i tassi sulle diverse valute (è presumibilmente più facile trovare due
tassi simili che un tasso azzerato
11), sebbene inoltre il problema non si ponga nemmeno nel
caso di barrier scritte su sottostante forward (con tocco della barriera verificato rispetto a
quest’ultimo: è questa peraltro una feature piuttosto rara), ciononostante la questione tasso non
è assolutamente da sottovalutare. In figura 16 e 17 si riporta il valore della replica (ottenuta
tramite vanilla) di una down and out call in funzione del prezzo e della vita residua, nonché il
Delta della stessa.

















Figura 16 Valore della replica (tramite vanilla) di una down and out call nello “spazio” e nel “tempo”
                                                     
11 Va però ricordato come esista un effetto analogo a quello del tasso estero anche per le opzioni non valutarie: è
l’effetto indotto dall’eventuale presenza di un “tasso di dividendo”, pagato sull’attività sottostante.La copertura delle regular barrier option 93





















Figura 17 - Delta della replica (tramite vanilla) di una down and out call per diversi prezzi e vita
residua
Non è particolarmente difficile notare (ed in questo la funzione Delta aiuta in modo
particolare) come la differenza di comportamento tra la posizione replicante e la barrier si
aggravi soprattutto in presenza di un’elevata vita residua. In effetti il tempo mancante prima
della scadenza fa in qualche modo da amplificatore del drift, offrendo ad esso il modo di agire
durevolmente: del resto non a caso troviamo, nelle formule, il tasso sempre accompagnato
dalla vita residua.
Comportandosi dunque come una down and out call con tasso senza rischio azzerato, la
replica presenta un Delta più modesto rispetto alla barrier (nel caso di tasso non nullo), poiché
ogni movimento del sottostante (in direzione opposta alla barriera) risulta meno decisivo ai
fini della probabilità di perforamento della barriera.
Ad ogni modo, salvo l’utilizzo di opzioni con elevatissima vita residua e salvo l’eventuale
presenza di tassi elevatissimi, il problema del drift, come si può del resto evincere dallo studio
dei grafici, non è tale da inficiare completamente la validità della copertura basata sull’uso di
vanilla; è possibile del resto ovviare al problema per mezzo di tecniche numeriche: un
esempio in proposito è offerto dalla prassi valutativa diffusa tra molti operatori. Si tratta di un
metodo costruito appositamente per quelle opzioni barriera che, pur facendo riferimento al
prezzo forward (il valore della vanilla “premio” si calcola sulla base di tale prezzo), prevedano
un meccanismo di monitoraggio della barriera basato su prezzi spot (che noi supponiamo
diversi dai forward a causa di un drift non nullo). Si è già avuto modo di spiegare come il
problema del drift non si ponga nel caso di barrier basate su prezzi forward: si è tuttavia
accennato in merito anche alla necessità di un meccanismo di verifica della barriera che faccia
parimenti riferimento al prezzo forward. Quando tale riferimento è invece incentrato su prezzi
spot ecco che i parametri di costruzione della replica vanno rivisti: infatti, quando lo spot
dovesse incontrare la barriera, il prezzo forward potrebbe averlo già fatto, o non farlo mai.
Il metodo proposto in Fenics consiste in sostanza nel calcolare il valore della barriera
“forwardizzata”  (barriera   spot fattore  di   capitalizzazione ´ ; nel calcolo del fattore di
capitalizzazione si impiega la vita residua dell’opzione) utilizzandolo, insieme con la barriera
spot, come estremo di un range di diverse barriere virtuali (diverse dunque a seconda delOpzioni regular barrier 94
“tempo” utilizzato nel fattore di capitalizzazione), cui corrispondono, in base alle formule
tradizionali, diverse combinazioni di hedge strike ed hedge ratio (ovvero strike e quantità della
seconda vanilla componente la replica). Utilizzando poi il metodo delle tangenti di Newton si
stabilisce quale di queste combinazioni dà origine ad un risk reversal (il complesso delle due
vanilla replicanti la barrier) di valore uguale al premio attuale della barrier. Si tratta, è il caso
di ricordarlo, di una soluzione soltanto approssimata del problema, che comunque garantisce a
chi la adotta risultati soddisfacenti.
Per quanto riguarda l’eventuale presenza di skew, è chiaro come esso, alterando la volatilità
implicita nella vanilla con strike diverso dalla knock-out, crei un disequilibrio tra le opzioni
componenti la replica: la conseguenza immediata è un valore residuo della posizione per S=H
(in altre parole, a differenza della knock-out, la posizione complessiva in vanilla non vede
annullarsi il proprio valore in corrispondenza della barriera).
La tabella 3 (ottenuta per H=100$, K=105$, volatilità implicite pari rispettivamente a 15,7% e
17,4% per la vanilla con strike più elevato e quella con strike più basso, tasso nullo per evitare
interferenze nella verifica dell’effetto skew, nonché vita residua di 6 mesi) offre una facile
conferma numerica.
La tabella mostra una replica che si comporta in maniera impeccabile in assenza di skew (4
moltiplicato per 10 alla meno 15 è di fatto zero), ma che in presenza dello stesso sfoggia un
-0,45 di troppo per S=H e comunque un comportamento non in linea con la barrier per S>H.
Per risolvere il problema è tuttavia possibile fare ricorso a tecniche numeriche
13: in sostanza,
attraverso varie iterazioni di calcolo su computer, siamo in grado di individuare il valore dello
strike  K1
* della put tale che, determinando attraverso la formula qK K = 1
*  anche la
quantità di put da vendere, consenta al valore della posizione di annullarsi in corrispondenza
di S=H.
                                                     
13 Si veda anche Taleb (1997: 331-335). Va aggiunto che nel nostro caso si è tralasciato, per semplicità, l’ulteriore
aumento di volatilità che il passaggio ad un più basso strike dovrebbe comportare.La copertura delle regular barrier option 95
Tabella 3 - Tentativo di replica di una down and out call in presenza di skew
Asset Price Knock-out Replica (senza skew) Replica (con skew)
93 0 - -
94 0 - -
95 0 - -
96 0 - -
97 0 - -
98 0 - -
99 0 - -
100 0 4E-15 -0,449
101 0,676 0,676 0,242
102 1,356 1,356 0,938
103 2,040 2,040 1,642
104 2,731 2,731 2,355
105 3,432 3,432 3,077
106 4,144 4,144 3,812
107 4,868 4,868 4,559
108 5,605 5,605 5,319
109 6,357 6,357 6,094
110 7,124 7,124 6,884
111 7,907 7,907 7,688
Tabella 4 - Confronto tra la replica precedente e quella a parametri modificati (in presenza di skew)
Asset Price Knock-out Replica tradizionale Replica modificata
93 0 - -
94 0 - -
95 0 - -
96 0 - -
97 0 - -
98 0 - -
99 0 - -
100 0 -0,449 -4,784E-06
101 0,676 0,242 0,654
102 1,356 0,938 1,315
103 2,040 1,642 1,985
104 2,731 2,355 2,665
105 3,432 3,077 3,358
106 4,144 3,812 4,064
107 4,868 4,559 4,785
108 5,605 5,319 5,521
109 6,357 6,094 6,274
110 7,124 6,884 7,043
111 7,907 7,688 7,829Opzioni regular barrier 96
Nel nostro caso lo strike che cerchiamo è 93,96$ (sensibilmente diverso dal 95,23$ che
suggerisce il metodo non modificato): per un tale strike infatti, in corrispondenza di S=H, il
valore della put è 2,33$, che, moltiplicato per  105 9396 , , diventa 2,46$, ovvero l’esatto (o
quasi) valore registrato dalla 105call in corrispondenza della barriera. Vendendo dunque una
quantità  105 9396 ,  di 93,96put dovremmo essere in grado, in combinazione con la solita
105call, di replicare la barrier molto meglio che non utilizzando le formule tradizionali, che
ovviamente non tengono nel giusto conto il fenomeno dello skew. La tabella 4 permette di
apprezzare il netto miglioramento che tale correttivo comporta.
Il problema sembrerebbe dunque in grandissima parte risolto. C’è però un particolare che vale
la pena tenere nella debita considerazione: la vanilla con volatilità implicita più alta manifesta
un time decay nettamente accelerato rispetto all’altra opzione componente la replica. Questo
significa in sostanza che la replica cambia di valore con il passaggio del tempo ad un ritmo
diverso dalla knock-out: per la precisione il fatto che nel nostro caso sia la vanilla venduta a
disporre di una più alta volatilità implicita (a causa dello skew negativo), implica un netto
vantaggio, in termini di time decay, a favore della replica.
La tabella 5 mostra, a parità di condizioni (stesso prezzo), la perdita di valore, rispettivamente
della knock-out e della replica, che si registra con il passaggio della vita residua da sei a soli
tre mesi.
Tabella 5 - Time decay registrato nel valore della barrier e della replica dopo 3 mesi (a prezzi fermi)
Asset Price Variazione di valore della
knock-out (A)
Variazione di valore della
replica (B)
Differenza (A-B)
93 0 - -
94 0 - -
95 0 - -
96 0 - -
97 0 - -
98 0 - -
99 0 - -
100 0 0,0696 -0,0696
101 -0,1283 -0,0636 -0,0647
102 -0,2526 -0,1909 -0,0617
103 -0,3693 -0,3090 -0,0613
104 -0,4753 -0,4152 -0,0600
105 -0,5679 -0,5075 -0,0604
106 -0,6456 -0,5844 -0,0611
107 -0,7072 -0,6453 -0,0618
108 -0,7524 -0,6901 -0,0623
109 -0,7815 -0,7192 -0,0623
110 -0,7953 -0,7336 -0,0617
111 -0,7952 -0,7346 -0,0606
Come previsto la replica presenta, per qualsiasi livello del prezzo, un decadimento temporale
sensibilmente più dolce rispetto a quello relativo alla down and out call (l’opposto accadrebbe
in caso di skew positivo). Questo significa che, in presenza di skew negativo (strike più bassi
implicano volatilità più alte), vendendo una down and out call (prezzata nel modoLa copertura delle regular barrier option 97
tradizionale) e coprendosi nel modo sopra specificato, ci si mette in condizioni di beneficiare
di un guadagno del tutto inatteso, legato al semplice passaggio del tempo. Chiaramente
situazioni di questo genere, in un mercato efficiente, non sono possibili (per lo meno non per
lungo tempo): il prezzo della barrier verrebbe infatti automaticamente adeguato al ribasso (e a
tal fine dovrebbero essere modificati anche i modelli di pricing).
Un ultimo accenno merita il pricing
14 delle knock-out (basato sulla replica tramite vanilla) in
presenza di una struttura di volatilità a termine non piatta. Posta ad esempio pari a nove mesi
la vita residua nominale della barrier e posto pari a sei mesi il tempo medio atteso di vita
(prima del knocking-out) della stessa, noi dovremmo utilizzare due diverse volatilità nel
prezzare le due diverse vanilla replicanti l’esotica. Per l’esattezza dovremmo utilizzare la
volatilità a nove mesi (la volatilità implicita delle opzioni con nove mesi di vita residua) per
valutare la vanilla replicante la “componente vanilla” e la volatilità a sei mesi per valutare la
vanilla replicante la “componente barriera” della knock-out: non avrebbe infatti molto senso
utilizzare la volatilità a nove mesi per una componente (quella barriera) per la quale rilevano
esclusivamente i movimenti di prezzo precedenti lo stopping time
15.
Nel caso inoltre di una knock-in contraddistinta dalle medesime durata (nove mesi) e stopping
time, o first passage time (sei mesi), della precedente knock-out, la volatilità da utilizzare nella
valutazione della vanilla replicante sarebbe quella (forward forward) implicita nel periodo
compreso tra lo stopping time e la durata nominale dell’opzione: in altre parole la volatilità
relativa al periodo di tempo in cui, mediamente, dovrebbe trovare corso la vita della vanilla
attivata a seguito del perforamento della barriera.
                                                     
14 Si veda in proposito l’aneddoto “The single volatility fudge” esposto da Taleb (1997: 343-344), nonché la tecnica
Dupire-Derman-Kani (1994).
15 Per il significato e la derivazione matematica dello stopping time si veda la sezione di pricing relativa alle
american binaryOpzioni regular barrier 98
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La down and in call
Il valore di una down and in call è dato dal seguente integrale:








dove S è il prezzo spot iniziale.
Per risolverlo è prima di tutto necessario spezzare il problema in due parti, operando nel modo
seguente:













+¥ II I 38 16 16 16
16 16 16 ln ln ln
 ,
“esplodendo” poi la funzione  gu 16  e ricordando che hH S = ln16  (ovvero la versione
logaritmica della barriera) otteniamo:
Ce S e e
t












































A questo punto si rende necessaria la sostituzione  x





 (da cui poi
ux t H Sa t =+ + s 2ln , e quindi  ¢ = ut s ), in base alla quale dovremo modificare anche
l’estremo inferiore di integrazione, passando da ln KS 16  a  ln KS H at t



























































sviluppando ulteriormente (moltiplico e divido il primo addendo per e
HS ln16
2
, “esplodo” u ed








































































procedendo oltre e tenendo presente come l’argomento del secondo integrale altro non sia se





















































ricordando poi che ar =-
1
2


















































Chiaramente lo sviluppo portato avanti all’interno del primo integrale ha il solo scopo di
rendere possibile la sostituzione vx t =- s  (da cui  xv t =+ s  e dunque  ¢ = x 1), la quale,
accompagnata dalla consueta modifica dell’intervallo di integrazione, rende a sua volta
possibile l’isolamento della solita funzione di densità normale standardizzata (con conseguente
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nicola&DSLWROR 2S]LRQLUHYHUVH
EDUULHU
Come si è già avuto modo di spiegare più volte in precedenza, la differenza fondamentale tra
opzioni barriera di tipo regular ed opzioni barriera di tipo reverse consiste semplicemente
nello stato, rispettivamente out of the money ed in the money, in cui l’opzione viene a trovarsi
al momento della perforazione della barriera. Questa caratteristica delle reverse barrier,
ovvero il collocarsi della barriera nella zona in the money dell’opzione, risulta tutt’altro che
trascurabile: è tale feature ad essere infatti responsabile di un fortissimo dislivello nel valore
intrinseco dell’opzione sui due lati della barriera, con conseguenti comportamenti anomali
dell’esotica. Quando nel prosieguo affronteremo l’analisi diagrammatica delle reverse, non
mancheranno elementi di sorpresa quali call ( knock-out) caratterizzati da Delta a tratti
negativi, o time decay non propriamente ortodossi. Ad ogni modo l’implicazione più
sostanziale della particolare struttura delle reverse consiste purtroppo in una cronica difficoltà
di copertura (perlomeno se perseguita secondo canoni tradizionali). In tal merito N.Taleb
(1997), più volte citato in questo lavoro, riporta, all’inizio del capitolo dedicato a queste
bizzose esotiche, la battuta di un operatore, N.Zeidan: “The only thing I like about a [reverse]
knock-out option is that it knocks out”. Per evitare che troppi operatori finissero con
l’abbracciare la posizione del signor Zeidan, il mercato, dal lato dell’offerta, ha cercato quanto
meno di smussare le asperità comportamentali delle reverse, introducendo con più frequenza il
rebate nelle caratteristiche contrattuali delle stesse: tale “premio di consolazione”, si pensi ad
esempio alla knock-out call di cui sopra, può in effetti svolgere un ruolo di moderatore proprio
nei confronti di quel dislivello di valore intrinseco che, registrabile a cavallo della barriera, è il
vero ed unico responsabile della natura capricciosa di questa tipologia di esotiche. Lo schema
di analisi proposto per il capitolo presente ricalca da vicino quello utilizzato per gli ultimi tre:
dopo la consueta breve analisi dei payoff, passeremo dunque allo studio del pricing di tali
opzioni, per poi approdare, dopo aver familiarizzato a dovere con l’andamento del premio e
delle “greche”, all’analisi delle diverse possibilità di copertura.
 'HILQL]LRQHHSD\RII
Affinché, al perforamento della barriera, l’opzione reverse barrier “nasca” (se knock-in) o si
estingua (se knock-out) effettivamente in the money, deve necessariamente risultare, per le
call, H>K, e, per le put, H<K. Le reverse barrier options sono dunque: le up and in call (con
H>K), le down and in put (con H<K), le up and out call (con H>K) ed infine le down and out
put (con H<K).Opzioni reverse barrier 102
Per meglio esplicitare le caratteristiche contrattuali di tali opzioni, se ne riportano qui di
seguito i payoff.
Up and in call: 
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Down and in put: 
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dove  ST  rappresenta il prezzo spot del sottostante a scadenza, t  indica un momento
determinato prima della scadenza t, H è il livello di prezzo in corrispondenza del quale è
fissata la barriera, R costituisce l’ammontare dell’eventuale rebate, mentre S t 16  rappresenta il
prezzo del sottostante rilevabile nell’istante t . Rimane da dire che, come del resto già
accennato nell’introduzione, il rebate rappresenta una caratteristica piuttosto frequente per le
reverse barrier, per lo meno più di quanto non lo sia per le regular.
 3ULFLQJGHOOHUHYHUVHEDUULHURSWLRQ
Il tipo di valutazione che in questa sede offriremo delle reverse, poggiando su di un impianto
concettuale di natura probabilistica del tutto affine a quello utilizzato finora, ci mette nelle
condizioni di riutilizzare in larga misura, opportunamente adattate, le stesse soluzioni offerte,
nel capitolo precedente, per gli integrali componenti il valore delle più semplici regular. Ciò
permetterà naturalmente un notevole risparmio di calcoli. Per agevolare la comprensione di
quanto segue si consiglia quindi la preliminare lettura del capitolo appena citato.
/DXSDQGLQFDOO
Daremo inizio alla nostra analisi con la valutazione delle up and in call. Il valore di queste
opzioni (senza rebate) è dato dalla somma dei seguenti integrali
1:
                                                     
1 Si veda Rubinstein (1991).Pricing delle reverse barrier option 103















Il primo integrale rappresenta il valore di quei payoff le cui chance di realizzazione sono legate
alle probabilità che il prezzo ha di concludere la propria corsa oltre la barriera (non a caso
l’intervallo di integrazione va dalla barriera, in versione logaritmica, fino ad infinito),
indipendentemente dal percorso seguito: se infatti il prezzo viene a trovarsi a scadenza al di là
della barriera, deve evidentemente averla attraversata almeno una volta, con conseguente
attivazione della vanilla, e poiché la barriera è posta al di sopra dello strike, ne deriva
evidentemente il conseguimento del corrispondente payoff. La vanilla tuttavia offre payoff
positivi non solo per prezzi che vanno da H ad infinito, ma anche per prezzi compresi tra K ed
H: sono questi i payoff il cui valore il secondo integrale si propone di catturare (infatti
l’intervallo di integrazione va appunto da K ad H, entrambi ovviamente in versione
logaritmica). Poiché tuttavia un prezzo finale compreso tra strike e barriera (dato K<H) non
implica automaticamente il perforamento di quest’ultima, ne consegue l’utilizzo,
nell’integrale, della funzione di densità  gu 16
2 (al posto della tradizionale  fu 16 ), la quale, per
ogni prezzo finale (espresso in forma logaritmica) posto al di qua della barriera, restituisce la
densità di probabilità che il sottostante ha sì di concludere la propria corsa in corrispondenza
di tale prezzo, ma dopo però essere preliminarmente passato per la barriera (si tratta in
sostanza di una probabilità condizionata al perforamento di quest’ultima). Dalla somma di
questi due integrali emerge dunque il valore della up and in call senza rebate. La loro
soluzione (per lo sviluppo completo si veda l’apposita appendice matematica) ci offre la
seguente formula di valutazione:
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,OUHEDWHGLXQDXSDQGLQFDOO
Nell’eventuale caso della presenza di un rebate, alla formula sopra riportata dovrà essere
sommato anche il valore restituito dall’espressione seguente
3:
                                                     
2 Per la rigorosa derivazione di g(u) si veda il capitolo relativo alle binarie americane.
3 Ancora, come del resto per l’impostazione di tutti gli integrali, si faccia riferimento a Rubinstein (1991).Opzioni reverse barrier 104
V up and in call e R f u g u du R
rt
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L’integrale rappresenta semplicemente la probabilità che la barriera non venga mai raggiunta
durante l’arco di vita dell’opzione: moltiplicando tale probabilità per l’ammontare (R) del
rebate attualizzato otteniamo il valore attuale di quest’ultimo. Rispetto al rebate di una down
and in call l’integrale presenta un intervallo di integrazione invertito: per risolvere il nostro
problema sarà dunque sufficiente cambiare il segno dell’argomento delle funzioni cumulate
componenti la soluzione già ottenuta in precedenza. In sostanza quindi:
































Passando ora allo studio delle down and in put, la prima caratteristica di tali opzioni da
rimarcare consiste nella perfetta simmetria della struttura di queste rispetto alle up and in call.
Tale simmetria si sostanzia nella struttura degli integrali componenti il valore dell’opzione
(per quanto segue valgono, adattate, le stesse considerazioni effettuate per le up and in call):
























Rispetto alla up and in call il contenuto di ciascun integrale presenta il segno algebrico
capovolto (trattandosi di put), accompagnato da un intervallo di integrazione invertito: ne
consegue, a livello di soluzione, un cambiamento nel segno sia interno (nell’argomento della
funzione) che esterno (il segno che precede la N(x) ) delle funzioni cumulate. Il valore della
down and in put è dunque:
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Per quanto riguarda il rebate, al contrario, a cambiare è soltanto l’intervallo di integrazione
(invertito):
V down and in put e R f u g u du R
rt
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La soluzione dell’integrale è dunque (un intervallo di integrazione invertito porta ad un
cambiamento nel segno dell’argomento delle funzioni cumulate):































Lasciamo a questo punto da parte lo studio delle reverse knock-in per meglio analizzare
struttura e valore delle knock-out, ed in particolare delle up and out call. Il valore di tali
opzioni è offerto dalla soluzione del seguente singolo integrale
4:











La up and out call offre, per ovvi motivi, payoff positivi nella sola zona di prezzo compresa tra
K (lo strike) ed H (la barriera): questo spiega l’intervallo di integrazione. Prima condizione
dunque (necessaria ma non sufficiente) per l’ottenimento di un payoff positivo è un prezzo
finale a scadenza compreso tra K ed H. Tuttavia è anche necessario che il sottostante, nel
raggiungere a scadenza tale prezzo finale, non vi arrivi passando per la barriera (altrimenti
l’opzione “knocks out”): questo spiega perché, all’interno dell’integrale, si sottragga la
funzione gu 16  alla solita  fu 16 . In effetti  gu 16  rappresenta semplicemente la densità di
probabilità con cui il sottostante può raggiungere un dato livello di prezzo (a scadenza) al di
qua della barriera, passando però per la stessa. Dunque in sostanza l’integrale non fa altro che
sottrarre, per ogni livello del prezzo finale, alla “probabilità” che il sottostante vi arrivi,
indipendentemente dal percorso seguito, la “probabilità” che il sottostante vi arrivi passando
per la barriera: quindi  fu g u 16 16 27 -  è la “probabilità” che il sottostante raggiunga a scadenza
il livello dato di prezzo (in versione logaritmica u) senza mai toccare la barriera. Risolvendo
l’integrale proposto otteniamo (ancora una volta, per lo sviluppo matematico completo, si veda
l’apposita appendice a fine capitolo):
Cuo = SN
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4 Come già accaduto, si è preferito impostare il problema in maniera più “compatta” ed intuitiva rispetto alla scelta
operata da Rubinstein (1991). Nella scissione dell’integrale proposta in appendice il lettore ritroverà l’impostazione
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Ovviamente l’eventuale rebate non necessita di una trattazione specifica, trattandosi
semplicemente di un’american digital (della varietà immediate) opportunamente inserita nella
struttura contrattuale dell’opzione. Si rinvia pertanto alla lettura del capitolo relativo alle
binarie americane.
/DGRZQDQGRXWSXW
Rimane da esaminare ormai soltanto la valutazione delle down and out put. Trattandosi di una
struttura contrattuale del tutto simmetrica a quella appena esaminata, ci si può
ragionevolmente aspettare che valga anche per essa una relazione analoga a quella esistente (si
veda l’appendice) tra up and out call ed up and in call. Deve quindi essere:
PP do di += Vanilla put.
E dunque:
P do = Vanilla put-P di.
A questo punto è facile offrire la soluzione analitica completa per le down and out put:
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Si conclude qui il paragrafo dedicato al pricing delle reverse barrier options: nel prossimo
paragrafo utilizzeremo, al solito, l’analisi diagrammatica per meglio approfondire lo studio di
tali strumenti derivati. Prima tuttavia di affrontare tale approfondimento il lettore potrà trovare
utile una rivisitazione
5 delle formule appena fornite per il caso di opzioni su valute o su
sottostanti che pagano un dividendo proporzionale costante (modelli rispettivamente di
Garman-Kohlhagen o di Merton), oppure per il caso in cui il derivato faccia riferimento ad un
sottostante forward (modello di Grabbe): le tabelle riportate nelle pagine seguenti possono
essere d’aiuto in tal senso.
                                                     
5 In tal senso ci si è avvalsi anche dell’apporto di Zhang (1997: 201-247).Pricing delle reverse barrier option 107
Tabella 1 - Pricing delle reverse barrier in presenza di dividendi (o nel caso di opzioni valutarie)
Up and in call CS N
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Up and out call Ce S N
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Legenda:
S è il prezzo spot del sottostante
K è lo strike dell’opzione
H è il livello barriera
s è la volatilità del sottostante
t è la vita residua dell’opzione.
r è il tasso senza rischio, mentre d è il tasso pagato sul sottostante (a è il drift logaritmico: a = r -  d - s
2/2)Opzioni reverse barrier 108
Tabella 2 - Pricing delle reverse barrier in caso di riferimento a prezzi forward























































































































































































































































































































































































F è il prezzo forward del sottostante
K è lo strike dell’opzione
H è il livello barriera
s è la volatilità del sottostante
t è la vita residua dell’opzioneAnalisi dei coefficienti di sensibilità delle reverse barrier option 109
 $QDOLVL GHL FRHIILFLHQWL GL VHQVLELOLWj GHOOH
UHYHUVHEDUULHURSWLRQ
/HNQRFNLQUHYHUVHEDUULHURSWLRQV
Come del resto già nel capitolo precedente, daremo inizio all’analisi con lo studio delle knock-
in option. In particolare studieremo il comportamento di una up and in call in presenza delle
seguenti caratteristiche contrattuali ed “ambientali”: lo strike è posto uguale a  K =100$ , la
barriera a quota  H =110$ , il tasso senza rischio è rf = 5%, mentre la volatilità, al solito, è
collocata ad un livello s =157% , . In base a questi parametri siamo in grado di costruire, nel
modo mostrato in figura 1, il grafico relativo all’andamento del premio in funzione del prezzo
e della vita residua.


















Figura 1 - Premio di una up and in call in funzione del prezzo del sottostante e della vita residua
Al di sopra di quota 110$, in corrispondenza della quale è collocata la barriera, l’opzione si
“trasforma” automaticamente nella corrispondente vanilla call. È il caso tuttavia di rimarcare
come, per valori della vita residua sufficientemente alti, il cambiamento in questione risulti
tutt’altro che visibile sul grafico, al contrario di quanto accade invece a poco tempo dalla
scadenza: ciò è dovuto all’influenza che la vita residua ha sulle probabilità di perforamento
della barriera. In effetti, con un’alta vita residua, la probabilità di “knocking-in” si mantiene
elevata per valori del prezzo anche abbastanza lontani dalla barriera ed in particolare, per
prezzi vicini alla stessa, risulta assai prossima ad uno: ciò permette un avvicinamento (per
prezzi del sottostante crescenti a partire da sotto la barriera) del prezzo della barrier al valore
(per S=H) della vanilla molto più graduale di quanto non succeda ad un paio di settimane dalla
scadenza; infatti, quando manca ormai poco all’estinzione dell’opzione, la probabilità di
perforamento della barriera subisce una diminuzione considerevole, specialmente per prezziOpzioni reverse barrier 110
non vicinissimi a quest’ultima, rendendosi così necessaria, da parte del prezzo dell’opzione,
una sorta di “rincorsa” al valore (per S=H) della vanilla negli ultimi tick di prezzo a ridosso
della barriera (poiché soltanto appena al di sotto di questa la probabilità di perforamento
ritorna rapidamente a livelli elevati). Del resto basti considerare come, ad un paio di settimane
dalla scadenza, passando da uno spot di 107$ ad uno di 109,5$, il valore dell’opzione passa da
4$ circa ad oltre 10$. La funzione Delta non può che confermare quanto detto ed aiutarci a
meglio comprendere il comportamento dell’opzione (figura 2).















Figura 2 - Delta di una up and in call (K=100, H=110) in funzione del prezzo e della vita residua
Il grafico mostra, ovviamente, per una bassa vita residua, un picco (superiore a quota due) in
corrispondenza della zona di prezzo a ridosso della barriera. Oltre i 110$ troviamo il Delta
della vanilla molto vicino all’unità: occorre infatti ricordare come la vanilla “nasca”, al
perforamento della barriera, abbondantemente in the money.
A grandi linee si può dire che il comportamento dell’opzione ricorda abbastanza da vicino,
prima dell’eventuale perforamento della barriera, l’andamento di una digital americana.
L’opzione presenta infatti, ad una prima occhiata, il medesimo profilo sia “spaziale” (al
mutare del prezzo del sottostante) sia “temporale” (al mutare della vita residua) della one
touch digital, né potrebbe essere diversamente se si tiene ben presente come il valore
dell’opzione risieda interamente nella probabilità di perforamento della barriera e come esso
sia dunque completamente di natura temporale e nemmeno in minima parte di natura
intrinseca. Esistono tuttavia dei limiti a tali analogie: in effetti, osservando la figura 2, non si
può fare a meno di notare come il Delta dell’opzione si mantenga insolitamente alto anche per
valori della vita residua piuttosto elevati. In base alle analogie rilevate rispetto alla digital, ci
saremmo aspettati (per un’elevata vita residua) un declino del Delta all’avvicinarsi del prezzo
alla barriera
6. Nel nostro caso invece, non solo ciò non avviene, ma si rileva una tendenza
della greca (il Delta) addirittura all’aumento (per quanto moderato). La ragione di tale
divergenza sta nel fatto che, mentre nel caso della digital, all’aumentare del prezzo sottostante,
sale soltanto la probabilità di ottenere la somma unica X (che rimane la medesima
                                                     
6 Il lettore recuperi le considerazioni effettuate nella quarta parte in merito al drift e alla sua influenza sul Delta
nelle american digital.Analisi dei coefficienti di sensibilità delle reverse barrier option 111
indipendentemente dall’ampiezza con cui la barriera verrà perforata), nel caso della up and in
call a salire invece è anche la probabilità di raggiungere payoff più ricchi: questo spiega la
tendenza del premio a salire sempre più rapidamente all’avvicinarsi del trigger (la barriera).
Cercando di tirare le fila del discorso potremmo dire che l’opzione si comporta in maniera
molto simile ad una digital soprattutto in presenza di una bassa vita residua: in questo caso
infatti la difficoltà per il prezzo di raggiungere valori molto elevati (data l’esiguità del tempo a
disposizione) attutisce la “variabilità” di payoff della barrier, avvicinandola in questo modo
alla  digital. Al contrario, per un’alta vita residua, l’elevata probabilità di knocking-in,
unitamente alle considerazioni sopra svolte, porta la barrier a comportarsi in maniera più
simile ad una semplice vanilla che non ad una digital, un po’ come se la quasi sicurezza di
perforamento della barriera inducesse l’opzione ad “anticipare i tempi”, agendo fin da subito
nel modo con cui è probabile che si trovi ad agire in futuro (da vanilla).
A conferma di quanto detto si riportano in figura 3 i grafici in due dimensioni rappresentanti in
un’unica soluzione tanto l’andamento (rispetto al sottostante) della up and in call quanto di
una vanilla (con medesimo strike), in presenza di una vita residua rispettivamente di nove e tre
mesi (inoltre K=100$, H=110$).































































a) Up and in call e vanilla a 9 mesi dalla scadenza  b) Up and in call e vanilla a 3mesi dalla scadenza
Non risulta particolarmente difficile verificare come la differenza di andamento tra barrier e
vanilla sia particolarmente significativa nel solo secondo caso, ovvero in quello relativo ad
una più bassa vita residua. Per il resto, la ragione per cui troviamo la barrier sempre al di sotto
della vanilla è piuttosto banale: la barrier infatti, per poter offrire i medesimi payoff della
standard call, deve preliminarmente veder perforata la barriera (evento questo dalla
probabilità minore di 1).
In base a quanto detto dobbiamo dunque aspettarci una funzione Gamma un po’ diversa
(specialmente per un’elevata vita residua) da quella di un’american digital. Il relativo grafico,
reperibile in figura 4, sembra darci ragione.
Esso infatti presenta, come prevedibile, un Gamma sempre positivo, anche per vite residue
elevate, laddove invece il Gamma della digital si rivelava per lunghi tratti negativo. Per il
resto il grafico è molto simile a quello relativo alla digital stessa (soprattutto in caso di drift
nullo).Opzioni reverse barrier 112


















Figura 4 - Gamma di una up and in call (K=100, H=110) in funzione del prezzo e della vita residua
Passando ora allo studio della funzione Vega (figura 5), è il caso di precisare come, in questo
caso, si sia preferito evitare di riportare all’interno del medesimo grafico, oltre quota 110$,
anche il Vega della vanilla (che al solito subentra alla barrier nella zona al di sopra della
barriera): ciò per evitare un eccessivo appesantimento del grafico stesso. È il caso inoltre di
precisare come quest’ultimo sia stato ottenuto in presenza di una vita residua di 3 mesi
(nonché per K=100$ ed H=110$).Analisi dei coefficienti di sensibilità delle reverse barrier option 113




















Figura 5 - Vega di una up and in call in funzione del prezzo e di diversi livelli della volatilità
È impossibile non notare la schiacciante somiglianza che la funzione Vega presenta nei
confronti dell’analoga “greca” relativa alle più volte menzionate american digital: come in
queste ultime infatti, al diminuire della volatilità, il Vega tende a concentrarsi nella zona di
prezzo a ridosso della barriera (tanto da arrivare a più che raddoppiare, per uno spot pari a
105$ e per una volatilità che passasse dal 30 al 10%), diminuendo invece drasticamente, fino
ad annullarsi, per prezzi lontani dalla stessa (in presenza delle medesime condizioni, per un
prezzo tuttavia di 90$, il Vega passa da 17 circa a praticamente zero). La spiegazione di tale
andamento è piuttosto agevole ed il lettore potrà rinvenirla nel commento alla figura 6.7, nel
capitolo dedicato alle one touch digital: le ragioni che sottostanno alla conformazione dei due
grafici sono infatti le medesime.
Ciò che però può essere interessante notare è la tendenza del Vega della barrier a mantenersi
relativamente alto anche in corrispondenza di elevate volatilità del sottostante: in altre parole
troviamo, in questo caso, meno accentuato il divario esistente, per esempio, nelle digital, tra
Vega registrabili a molto tempo dalla scadenza e Vega rilevabili in prossimità della barriera,
quando la scadenza dell’opzione è ormai vicina. Se il lettore ricorda il contenuto del sesto
capitolo, saprà allora che il basso Vega della digital riscontrabile in presenza di elevate
volatilità implicite è dovuto al semplice fatto che, essendo la probabilità di perforamento della
barriera molto elevata a causa appunto dell’alta volatilità, il beneficio derivante da un’ulteriore
aumento di quest’ultima non può risultare molto significativo: nel nostro caso invece (up and
in call) ulteriori aumenti della volatilità non vanno ad incidere soltanto sulla probabilità di
knocking-in ma anche sul valore stesso della vanilla sottostante, con ulteriore vantaggio (da
cui il maggior Vega) per il detentore dell’opzione.
Volendo tirare un po’ le somme circa quanto visto in merito alle up and in call, possiamo
senz’altro dire che, contrariamente a quanto ci si potesse aspettare, il comportamento di queste
reverse (knock-in) non è poi così drammatico in vista di una copertura dei rischi connessi alla
gestione delle stesse: presentano infatti problemi simili a quelli riscontrabili nell’utilizzo delle
digital (che comunque sono tutt’altro che risibili), ma con qualche caratteristica “moderatrice”.Opzioni reverse barrier 114


















Figura 6 - Premio di una up and in call con barriera posta a quota 105 anziché a quota 110
Infatti, a differenza delle digital, la “frattura” nel comportamento dell’opzione, rinvenibile in
corrispondenza della barriera, è addolcita dalla presenza, come payoff, della vanilla al posto
della somma fissa in denaro tipica delle digital: in effetti, al perforamento della barriera, il
Delta della posizione non si annulla, come è invece naturale per le binary, bensì si assesta sul
livello di una vanilla già consistentemente in the money: ciò riduce quell’effetto Gamma
“improprio” che, come fatto notare nel sesto capitolo, gioca alquanto a sfavore del detentore,
mentre rende al contempo meno significativi i problemi legati al fenomeno dello slippage. A
coronamento delle osservazioni appena svolte può essere utile dare un’occhiata al grafico
relativo al premio della medesima opzione appena esaminata, ma con una barriera più vicina
allo strike (H=105$) (figura 6). Diminuendo il valore intrinseco della vanilla al momento del
“knocking-in”, la reverse assume un comportamento più mansueto rispetto a quanto rilevato in
precedenza: è lecito infatti dubitare che il lettore possa agevolmente distinguere il grafico della
up and in call (con H=105$) da quello di una semplice vanilla.
Per quanto concerne l’altra reverse knock-in, ovvero la down and in put, essendo la struttura
dell’opzione del tutto simmetrica a quella della call, essa presenta di conseguenza
caratteristiche del tutto analoghe a quelle sfoggiate da quest’ultima (si veda la figura 7 ed 8).
Al solito, ad introdurre qualche minimo elemento di differenziazione è la presenza del drift,
che, ovviamente, è il solo a non rispettare la simmetria di cui sopra.
La conseguenza più interessante legata al problema drift è rappresentata dalla presenza di un
Delta mediamente più basso, in termini assoluti, rispetto a quello della call (la media dei
valori del Delta, rappresentati nel relativo grafico, è di -0,28 per la down and in put contro lo
0,47 della up and in call). Infatti il drift rende meno “attingibili” i payoff più ricchi della put
sottostante, con la conseguenza di moderare la crescita di valore dell’opzione al diminuire del
prezzo. Chiaramente il drift gioca un ruolo opposto in presenza di una bassissima vita residua,
quando cioè l’opzione diventa praticamente una digital: a quel punto conta solo la probabilità
di knocking-in, ed il drift, abbassandola, rende l’opzione più sensibile alle diminuzioni del
prezzo; la conseguenza è un Delta più elevato (2,2 contro il 2 della call). Il Gamma, dal canto

























Figura 7 - Premio di una down and in put al variare del prezzo e della vita residua (K=110, H=100)















Figura 8 - Delta di una down and in put al variare del prezzo e della vita residua (K=110, H=100)Opzioni reverse barrier 116
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A questo punto ci si potrà chiedere a cosa si debba la cattiva fama di cui godono le reverse
barrier. Forse un suggerimento in tal senso lo può offrire il grafico riportato in figura 9,
relativo all’andamento del premio di una up and out call (strike, barriera, tasso e volatilità
sono gli stessi della knock-in, ovvero rispettivamente 100$, 110$, 5% e 15,7%).

















Figura 9 - Premio di una up and out call (K=100, H=110) in funzione del prezzo e della vita residua
Il lettore non si lasci confondere dalla forma del grafico: non si tratta della funzione Gamma,
bensì proprio dell’andamento del premio dell’opzione in relazione al mutare del prezzo e della
vita residua. Tale tormentata forma è il frutto dell’incontro-scontro tra le due abituali
componenti del valore della knock-out: la componente “vanilla” e la componente “barriera”.
La prima tenderebbe ovviamente a far crescere indefinitamente il valore dell’opzione
all’aumentare del prezzo del sottostante mentre la seconda, algebricamente negativa,
aumentando in valore assoluto all’avvicinarsi della barriera, opererebbe evidentemente in
senso opposto. A questo punto la spiegazione della strana conformazione del grafico si offre
da sé: per prezzi sufficientemente
7 lontani dalla barriera prevale la componente “vanilla”,
mentre per prezzi abbastanza elevati (e dunque vicini alla barriera) domina incontrastata la
componente “barriera”. Non a caso infatti, per qualsiasi vita residua, il premio raggiunge il
proprio massimo prima della barriera, per poi calare, a seconda del tempo mancante prima
della scadenza, più o meno rapidamente fino a quota zero in corrispondenza di S=H. Dovrebbe
poi essere chiaro per il lettore il modo con cui la vita residua influenza la lotta tra le due
componenti sopra menzionate: un’alta vita residua mantiene elevata la probabilità di
“knocking-out” anche per prezzi piuttosto lontani dalla barriera, portando quindi la
componente omonima a prevalere su una più vasta porzione di grafico; al contrario una bassa
vita residua, riducendo drasticamente, per prezzi distanti dalla barriera, le probabilità di
perforamento di quest’ultima, comporta per la componente “esotica” (non vanilla) una severa
                                                     
7 Questo avverbio presenta significati diversi a seconda della vita residua.Analisi dei coefficienti di sensibilità delle reverse barrier option 117
limitazione della propria influenza alla sola zona di prezzo posta a ridosso della barriera (in
corrispondenza della quale le possibilità di knocking-out rimangono per forza di cose elevate).
Volendo offrire un esempio numerico di quanto detto, basti considerare che, per una vita
residua t =1 anno, il valore dell’opzione raggiunge il proprio apice per S = 92$, per t = 3
mesi lo raggiunge a quota S =1005$ , , mentre per t » 2 settimane circa si riscontra il massimo
valore in corrispondenza di S =105$  circa: ciò è dovuto al fatto che la componente barriera,
responsabile della diminuzione del valore dell’opzione, perde forza con il passare del tempo,
per riacquistarla soltanto per valori del prezzo sottostante sempre più vicini alla barriera
(ovviamente la “forza” di cui parliamo non è altro che la probabilità di knocking-out).
Per quanto concerne l’andamento del premio al passare del tempo, anche in questo caso a
venirci in aiuto è la più volte utilizzata distinzione tra componente vanilla e componente
barriera: dove prevale la prima componente (e dove dunque la probabilità di knocking-out è
bassa) l’opzione, comportandosi di fatto da vanilla (o quasi), vede il proprio valore scemare
con il passaggio del tempo, mentre, laddove a prevalere è la componente barriera (con un’alta
probabilità di perforamento della stessa), il premio non può che trarre vantaggio dalla
diminuzione della vita residua, poiché un calo di quest’ultima limita evidentemente le nefaste
possibilità di knocking-out, salvaguardando l’esistenza stessa dell’investimento. La figura 10,
relativa all’andamento della funzione Theta, offre una facile opportunità di verifica di quanto
affermato.





















Figura 10 - Theta di una up and out call (K=100, H=110) al variare del prezzo e della vita residua
Preoccupante
8, nell’ottica del writer, è l’intensissimo aumento di valore (legato al passare del
tempo) che l’opzione registra, in prossimità della barriera, a poco tempo dalla scadenza: in
linea di principio tale svantaggio dovrebbe essere compensato (come il grafico relativo poi
conferma) da un effetto Gamma particolarmente favorevole; ciò tuttavia non impedisce alla
                                                     
8 Si veda in proposito anche Taleb (1997: 357).Opzioni reverse barrier 118
posizione di assumere, se coperta tramite sottostante, connotati di rischio tutt’altro che
indifferenti (la compensazione ha luogo “in media”).
Nelle figure 11 e 12 sono riportati i grafici relativi alla funzione Delta e alla funzione Gamma
della up and out call. Ovviamente non può destare sorpresa, dopo quanto visto, il cambio di
segno nella funzione Delta, che passa regolarmente da valori positivi, finché a prevalere è la
componente vanilla (per prezzi lontani dalla barriera), a valori negativi, quando la questione
barriera assume invece un ruolo determinante: volendo offrire qualche cifra a riguardo si
consideri che, ad un paio di settimane dalla scadenza, il Delta passa dallo 0,4 rilevabile a



























































Figura 12 - Gamma di una up and out call (K=100, H=110) in funzione del prezzo e della vita residua
Interessante è rilevare come, per una vita residua sufficientemente elevata, il Delta della
barrier si presenti, in termini assoluti, praticamente quasi nullo: in effetti, a nove mesi dalla
scadenza, il Delta, positivo o negativo che sia, non supera mai lo 0,037 in valore assoluto. Un
discorso analogo vale per la funzione Gamma. Chiaramente il fenomeno si spiega con una
precoce (ovvero già per prezzi piuttosto bassi) prevalenza della componente barriera, il che di
fatto impedisce al valore dell’opzione di raggiungere livelli massimi significativi: in altre
parole il premio rimane praticamente azzerato o quasi per qualsiasi valore del sottostante (non
riesce a decollare).
Ben diverso si presenta il discorso in presenza di una bassa vita residua: in questo caso la netta
prevalenza, per prezzi non vicinissimi alla barriera, della componente vanilla permette
all’opzione di acquisire gran parte del valore intrinseco situato nella zona compresa tra strike e
barriera; ciò le consente di raggiungere livelli massimi (di valore) piuttosto significativi, da cui
poi, quando il prezzo raggiunge la zona a ridosso della barriera (e la probabilità di knocking-
out cresce vertiginosamente), dovrà rapidamente decadere fino all’annullamento. Ovviamente
una tale situazione ha come conseguenza diretta la formazione, a ridosso della barriera, di un
Delta negativo potenzialmente illimitato. A scopo esemplificativo si riporta in figura 13 il
grafico relativo all’andamento della funzione Delta in presenza di una vita residua di un solo
giorno (il grafico tridimensionale precedente si fermava infatti ad oltre due settimane dalla


























































Figura 13 - Delta di una up and out call (K=100, H=110) ad un giorno dalla scadenza
Il  Delta, come si può facilmente notare, è praticamente uguale a quello di una vanilla
(anch’essa prossima a scadenza) fino a quota 107$: al di là di questa soglia la forte vicinanza
della barriera affossa rapidamente l’opzione. Il Delta negativo raggiunto nel grafico (circa
-7,7), pur notevole, è soltanto un accenno ai livelli teoricamente accessibili per la up and out
call: basterebbe spostare lo strike da 100 a 90$ (aumentando considerevolmente il valore
intrinseco al momento del knocking-out) per vedere il nostro Delta raggiungere agilmente
quota  -17 circa o più.
La funzione Gamma (figura 12), soprattutto a poco tempo dalla scadenza, conferma il carattere
non proprio docile delle reverse knock-out: non solo presenta la poco simpatica caratteristica
di risk-reversal (basti pensare che, ad un paio di settimane dalla scadenza, il Gamma passa
dallo 0,1 circa rilevabile a quota 98$ al -0,3 riscontrabile per un prezzo del sottostante pari a
poco più di 100$) ma raggiunge livelli assoluti semplicemente da record. Del resto occorre
pensare che, ad un istante dalla scadenza, il Delta dell’opzione, in corrispondenza della
barriera, passa da 1 a -¥ nello spazio di un infinitesimo incremento di prezzo (l’american
digital, se non altro, si accontentava di passare da 0 a +¥). Quanto appena detto mette in
condizioni di comprendere agevolmente il motivo per cui il Delta hedging delle reverse
knock-out (specialmente a poco tempo dalla scadenza) rappresenti un’attività tutt’altro che
consigliabile. A completamento dell’analisi delle up and out call non poteva certo mancare il
contributo della funzione Vega, il cui andamento è riportato in figura 14. Ormai il lettore
dovrebbe aver fatto l’abitudine all’andamento sinusoidale (si ricorda che il grafico è stato
ottenuto per una vita residua di 3 mesi) di queste greche: nella fattispecie il Vega negativo,
riscontrabile nella zona di prezzo adiacente alla barriera, si spiega con l’influenza nefasta che
un aumento della volatilità inevitabilmente produce sulla probabilità di knocking-out
dell’opzione e dunque sul valore di quest’ultima. Per prezzi sufficientemente lontani dalla
barriera, comportandosi l’opzione in maniera analoga ad una vanilla, il Vega torna ai
tradizionali valori positivi. Per volatilità di partenza piuttosto basse il Vega può inoltre
raggiungere valori negativi di spicco (sotto -80): infatti la bassa volatilità (unitamente alla
presenza di uno spot vicino alla barriera) mantiene la probabilità di knocking-out a livelli tali
(non troppo alti) da risultare notevolmente sensibili ad aumenti della volatilità stessa.
L’andamento sinusoidale cui abbiamo sopra accennato e che il Vega condivide, in special
modo, con la funzione Gamma, rende estremamente arduo ogni tentativo tradizionale di
copertura dei rischi corrispondenti.Analisi dei coefficienti di sensibilità delle reverse barrier option 121




















Figura 14 - Vega di una up and out call (K=100, H=110) in funzione del prezzo e della vita residua
In altre parole l’utilizzo a tal fine di vanilla (da non confondersi con l’uso di combinazioni
delle stesse finalizzate alla replica del valore della barrier) non può che offrire risultati
pessimi, per la banale ragione che il Gamma ed il Vega della barrier cambiano in maniera
troppo drastica al mutare del prezzo sottostante e della vita residua perché una struttura
semplice quale una vanilla possa tener loro dietro. Volendo offrire qualche cifra in merito al
comportamento del Vega di una up and out call, basti solo considerare che, in presenza di una
volatilità di partenza del 10%, passando da uno spot di 95$ ad uno di 104$, il Vega passa da
8,6 a -33,7.
Rimane da spendere qualche parola riguardo l’altra reverse knock-out: la down and out put
(figura 15). Al solito la simmetria strutturale tra call e put della stessa famiglia (nella
fattispecie knock-out) rende del tutto adattabili al caso della put le considerazioni finora
effettuate in merito alla call. Altrettanto al solito la questione drift introduce alcuni minimi
elementi di differenziazione: nel nostro caso infatti il drift positivo accentua la pendenza della
funzione a ridosso della barriera. Ovviamente ciò è dovuto all’influsso moderatore che esso
produce sulla probabilità di knocking-out dell’opzione a ridosso della barriera. Tale fenomeno
ha come conseguenza chiaramente non solo un aumento del Delta (che nel caso della down
and out put raggiunge un massimo collocabile, ad un paio di settimane dalla scadenza, ad oltre
quota 1,2 , contro l’1 riscontrabile per le up and out call: si veda figura 16) ma anche un più
elevato Gamma.
L’influsso “moderatore” di cui sopra costringe infatti il Delta a raggiungere quota zero (in
corrispondenza della barriera) in un più breve “range” di prezzo, con l’ovvia conseguenza di
un aumento del Gamma (che è la derivata del Delta) (figura 17).Opzioni reverse barrier 122


















Figura 15 - Premio di una down and out put (K=110, H=100) in funzione del prezzo e della vita residua





















































Figura 17 - Gamma di una down and out put (K=110, H=100) in funzione del prezzo e della vita
residua
Come già effettuato per le regular barrier, si riportano nelle pagine seguenti dei prospetti
riassuntivi relativi all’andamento del premio e delle principali greche per ciascuna delle
reverse barrier qui trattate. I grafici sono stati ottenuti per una vita residua pari a 3 mesi; i



















































































































































































































    c) Gamma di una up and in call (K=100$;H=110$)     f) Gamma di una up and out call (K=100$;H=110$)








































































































































































































     c) Gamma di una down and in put (K=110$;H=100$)     f) Gamma di una down and out put (K=110$;H=100$)



































































































































     c) Vega di una down and in put (K=110$;H=100$)     d) Vega di una down and out put (K=110$;H=100$)
Prospetto 3 - Vega delle reverse barrier optionsLa copertura delle reverse barrier option 127
 /DFRSHUWXUDGHOOHUHYHUVHEDUULHURSWLRQ
Diversamente da quanto osservato per le regular barrier options, nel caso delle reverse non è
possibile implementare una copertura statica dotata della medesima semplicità ed efficacia.
Oltretutto, se nel caso delle regular, dato il Gamma piuttosto modesto delle stesse (che nel
caso delle knock-out è addirittura inferiore a quello di una vanilla), era praticabile con una
certa efficacia anche il Delta hedging, per le reverse il discorso è completamente diverso
9: il
valore intrinseco di cui l’opzione è dotata in corrispondenza della barriera introduce nella
struttura delle stesse alcune feature tipiche delle american digital, con la conseguenza di
rendere il dynamic hedging estremamente difficile, in particolar modo a ridosso della barriera
e per basse vite residue. Nel caso specifico delle reverse knock-out il problema risulta
aggravato dalla natura profondamente instabile dell’opzione che, come si ha avuto modo di
constatare nel precedente paragrafo, non presenta una sola greca che possa dirsi immune dalla
caratteristica forma sinusoidale (e quindi vedi problemi connessi al risk-reversal). Ad ogni
modo cercheremo, in queste brevi pagine, di offrire al lettore qualche metodo alternativo di
copertura statica che, se non perfetto, quantomeno risulti preferibile ad un pessimo Delta
hedging. Oggetto privilegiato dei nostri sforzi sarà una up and out call (senza rebate) dotata
delle medesime caratteristiche assegnatele nel paragrafo precedente (K=100$; H=110$).
Durante lo studio dei coefficienti di sensibilità delle reverse knock-in abbiamo accennato ad
una forte somiglianza del comportamento dell’opzione a quello di una american digital, in
particolar modo (o per meglio dire quasi esclusivamente) per una bassa vita residua. Poiché, in
base alle relazioni più volte citate, il valore di una up and out call è uguale a quello di una
vanilla diminuito di una up and in call (entrambe dotate del medesimo strike), possiamo
sperimentare una replica della knock-out costituita dall’acquisto della vanilla sottostante
nonché dalla vendita di una american digital dotata di una barriera analoga a quella della





































Figura 18 - Valore della up and out call e della replica (tramite vanilla e digital) a 2 mesi
dalla scadenza
                                                     
9 Si veda infatti Tompkins (1997: 23-24).Opzioni reverse barrier 128
La figura 18 rappresenta un raffronto tra l’andamento della nostra replica (acquisto di una
vanilla e vendita di una american digital) e quello della up and out call in presenza di una vita
residua pari a due mesi e di un drift nullo (da intendersi uguaglianza tra tasso domestico e
tasso sulla valuta merce nel caso di opzioni valutarie oppure come ovvia conseguenza del
riferimento a prezzi forward).
Come si può facilmente constatare la replica si comporta molto bene specialmente per prezzi
non adiacenti la barriera. La ragione di tale comportamento il lettore la può rinvenire nelle
considerazioni svolte nella prima parte del terzo paragrafo. Sempre in tali considerazioni è da
ricercare la spiegazione della spiccata convergenza che il comportamento della replica mostra
nei confronti della up and out call al passare del tempo (si veda in proposito la figura 19


































Figura 19 - Valore della up and out call e della replica ad 1 mese dalla scadenza
Nell’osservare la figura 19 non si può far altro che constatare come la replica “copra” nel vero
senso della parola la barrier option. A dire il vero una replica perfetta, anche per una vita
residua elevata, è possibile ottenerla modificando leggermente, nel modo più avanti
specificato, la replica appena utilizzata. Il metodo tuttavia (anche modificato) non è esente da
difetti. In particolare sussiste una questione liquidità: spesso infatti le quotazioni spuntabili sul
mercato di strumenti derivati complessi, quali sono le american digital, si discostano dai
livelli teorici di equilibrio, ovviamente a sfavore di chi li negozia a fini di copertura.
Lasciando quindi da parte questo esempio scolastico di copertura statica passiamo in rassegna
alcuni approcci più affidabili, meglio utilizzabili nella pratica del mercato. Un primo metodo
di copertura alternativo potrebbe essere costituito
10 dall’acquisto della vanilla sottostante
affiancato dalla vendita di altre vanilla (che farebbero dunque le veci della scomoda digital di
cui sopra), il cui strike ed ammontare sarebbe da determinarsi attraverso una procedura
numerica volta a ridurre al minimo gli scostamenti al quadrato registrabili tra replica e barrier.
In base a tale metodo dobbiamo dunque vendere (in aggiunta all’acquisto della vanilla
sottostante con strike identico a quello della barrier), in presenza di una volatilità del 15,7% e
di una vita residua di 2 mesi, una quantità di 1,907 vanilla dotate di strike fissato a quota
105,6472$. La figura 20 mostra il profilo della replica così ottenuta a confronto con quello
della reverse.
                                                     
10 Si veda appunto Thomas (1996: 122-123).La copertura delle reverse barrier option 129
Come si ricava facilmente dal grafico la nostra replica si comporta in maniera soddisfacente su
tutto il range di prezzo rappresentato, ed in particolare per prezzi vicini alla barriera (il
precedente esempio di copertura statica era alquanto carente a riguardo: del resto non teneva in
























































Figura 20 - Valore della up and out call e della replica (composta esclusivamente di vanilla)
Oltretutto tale risultato è stato ottenuto senza ricorrere all’utilizzo di strumenti potenzialmente
poco liquidi quali sono le opzioni binarie. Naturalmente anche questo metodo non è del tutto
esente da critiche: in particolare la qualità della replica decade con il passare del tempo. La
figura 21, relativa alla medesima situazione rappresentata nella 20 ma per una vita residua





















































Figura 21 - Valore della up and out call e della replica (non modificata) ad un mese dalla scadenza
Ovviamente l’unico modo per recuperare l’efficienza della replica consiste nel ricalibrare
strike e quantità delle vanilla vendute. Nella fattispecie dovremmo aumentare entrambi,
portando lo strike a quota 106,8428$ e la quantità ad un livello pari a 2,618. Chiaramente tali
correttivi hanno un costo da non sottovalutare: è precisamente tale costo a consigliareOpzioni reverse barrier 130
l’utilizzo di altre soluzioni che permettano di pervenire a delle performance più stabili nel
tempo.
Precisamente in tale prospettiva è stato proposto l’impiego, in concomitanza con l’acquisto
della solita vanilla sottostante, di vertical spread. Questi avrebbero il compito di replicare al
meglio possibile la perdita di valore intrinseco che l’esotica registra in corrispondenza della










dove  H  e  K  rappresentano rispettivamente barriera e strike della up and out call, mentre K2
e  K1 sono gli strike delle vanilla componenti lo spread, i quali strike andranno ovviamente
scelti, equidistanti dalla barriera (con  KH 2 >  e  KH 1 < ), il più vicino possibile alla stessa (si
veda in proposito il capitolo quinto e la sezione dedicata alla copertura statica delle european
digital). Se il compito che ci aspettiamo venga assolto dagli spread è quello della replica del
valore intrinseco della knock-out al momento della perforazione della barriera, il lettore si
potrà chiedere il perché del fattore 2 riportato nella formula (accanto appunto a tale valore
intrinseco): la ragione sta nel semplice fatto che lo spread, in corrispondenza della barriera
(che viene a trovarsi a metà strada tra gli strike delle vanilla), vale sempre la metà circa del
suo payoff massimo potenziale (la differenza tra gli strike delle vanilla componenti lo spread).
Chiaramente, nel caso le condizioni di mercato lo consentissero, ideale (ai fini della precisione
della replica) sarebbe l’utilizzo di european digital dotate di payoff pari al doppio della
differenza tra barriera e strike della knock-out, nonché di uno strike posto uguale alla barriera
di quest’ultima. Anche in questo caso il “doppio” si giustifica con il fatto che, salvo a
scadenza, il valore della digital risulta, in corrispondenza della barriera (e per un drift nullo),
uguale alla metà (circa) del suo payoff potenziale (infatti, una volta che il prezzo del
sottostante viene a trovarsi al livello della barriera, esso può, con la medesima probabilità, o
quasi, se il drift è nullo, passare oltre o tornare semplicemente indietro). Utilizzando dunque
un tale schema di replica (acquisto della vanilla underlying e vendita di una european digital)
siamo nelle condizioni di ottenere il risultato che la figura 22 (relativa ad una vita residua di 2























































Figura 22 - Valore della up and out call e della replica (vanilla - european digital) per t=2
mesiLa copertura delle reverse barrier option 131
Purtroppo l’andamento della replica, in special modo a ridosso della barriera, non può definirsi
entusiasmante. La ragione di tale parziale insuccesso è da ricercarsi
11 nell’eventualità di un
“eccessivo” valore temporale della vanilla sottostante in corrispondenza della barriera e
dunque nell’eccessiva vicinanza dello strike alla barriera medesima. In sostanza, analogamente
a quanto accadeva nel nostro primo tentativo di copertura statica, i payoff della vanilla
collocati a destra della barriera sono troppo alti, in rapporto a quelli collocati a sinistra della
stessa, per poter essere ignorati nel considerare il valore della perdita, al momento del
knocking-out, esclusivamente di natura intrinseca. L’errore in questione (quale emerge dal
grafico) si aggrava ovviamente all’avvicinarsi della barriera, quando cioè le densità di
probabilità relative ai payoff di cui sopra raggiungono livelli tali da rendere questi ultimi
assolutamente non trascurabili. Per ovviare a questo inconveniente occorre modificare la
replica appena esaminata per il caso in cui lo strike sia appunto troppo vicino alla barriera. Ci
si propone con tale modifica di “mimare” la perdita del valore temporale della vanilla
registrabile al livello della barriera. La modifica non può consistere nell’aumento del payoff
della digital, altrimenti, al mutare della vita residua, ci troveremmo nelle condizioni di dover
ricalibrare l’entità di tale payoff. Si propone allora la vendita di un numero  KH  di vanilla
call con strike fissato a quota  HK
2 $. Il lettore ricorderà (dal capitolo settimo) come questa
fosse la posizione da assumere per annullare il valore temporale di una put (dotata di strike K)
in corrispondenza di un livello dello spot pari ad H>K. In effetti, per la parità put-call (a tasso
nullo), il valore temporale della call sottostante rilevabile in corrispondenza del livello H è
uguale al medesimo valore registrabile dalla put sopra citata (con uguale strike) in tal punto. Si
ricorda che la parità sopra menzionata (per r=0) consiste nell’equazione che segue:
CKPS +=+ ,
dove C e P rappresentano rispettivamente il valore di una call e quello di una put con uguale
strike, K è il livello di quest’ultimo, mentre S è il prezzo spot del sottostante (che noi
supponiamo di importo pari ad H). Posto dunque S=H (dove H>K) possiamo facilmente
ottenere quanto segue:
CH KP --= 16 .
Il primo membro rappresenta il valore della call depurato del valore intrinseco, e dunque il suo
valore temporale. Il secondo membro esprime anch’esso il valore temporale dell’opzione,
poiché, per S=H>K, la put non possiede valore intrinseco, ma solo temporale. La nostra
replica, modificata con la vendita di cui sopra, offre quindi un miglioramento sensibile rispetto
alla situazione precedente (figura 23).
                                                     



































Figura 23 - Valore della up and out call e della replica (vanilla sottostante-digital- KH call con
strike HK
2 )
Qualora il lettore ritenesse marginale il miglioramento ottenuto, non ha che da sostituire la
digital europea con la digital americana utilizzata nella prima replica esaminata nel presente
paragrafo
12. Ciò permette una replica assolutamente perfetta della up and out call per qualsiasi







































Figura 24 - Valore della barrier e della replica (con digital americana) a tre mesi dalla scadenza
In effetti, molto meglio di quanto non faccia la digital europea
13, l’american binary replica
perfettamente la perdita del valore intrinseco della barrier al knocking-out dell’opzione,
                                                     
12 Avevamo del resto già accennato ad una modifica di quel metodo: la modifica consiste precisamente nella stessa
utilizzata da Thomas, ovvero la vendita di un numero  KH  di vanilla call con strike fissato a quota  HK
2 $).
13 Specialmente per vite residue elevate, causa l’effetto legato alla lognormalità della distribuzione dei prezzi, il
prezzo del sottostante, partendo dalla barriera-strike, ha più chances di ritrovarsi, a scadenza, sotto la barriera
piuttosto che al di sopra della stessa: la conseguenza è che la digital europea, in corrispondenza di H, vale un pocoLa copertura delle reverse barrier option 133
mentre la vendita delle call (KH  call con strike  HK
2 $) fa il resto, eliminando il residuo
valore temporale.
A dire il vero, per ottenere il risultato sopra illustrato, non necessariamente si deve far ricorso
alle digital americane in senso proprio. Thomas infatti ha omesso di far notare come in realtà
le due binarie europee di cui fa uso nella sua replica altro non rappresentano se non un modo
approssimativo di replicare
14 una digital americana: in base a quanto visto nel sesto capitolo il
lettore dovrebbe sapere che, per completare efficacemente la replica di una digital americana,
non basta acquistare due binarie europee, ma occorre bensì l’acquisto ulteriore (nel caso di up
and in cash or nothing) di una quantità  BH (dove B è il payoff della digital americana,
ovvero, nel nostro caso, la differenza H-K) di vanilla call con strike H (corrispondente alla
barriera della digital, a sua volta uguale al “trigger” della up and out call); in effetti tale
acquisto si rende necessario alla luce delle considerazioni sopra svolte riguardo alla
lognormalità della distribuzione dei prezzi. Come già si è avuto modo di sottolineare la replica
della digital (e con essa la replica della knock-out), strutturata nel modo sopra specificato, si
dimostra priva di errori nel solo caso di drift nullo. In base a quanto spiegato possiamo così
riassumere le diverse posizioni (in vanilla e non) componenti la replica di una up and out call:
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dove  Dig H H K ; - 16  indica una digital con barriera H (strike nel caso dell’europea) e payoff
B=H-K, mentre Call K 16  rappresenta una vanilla call con strike fissato a quota K.
Ovviamente è possibile sostituire le digital europee con opportuni vertical spreads. Posti K1 e
K2  (con  KK 21 >  ed entrambi posti a cavallo della barriera, il più vicino possibile alla stessa)
rispettivamente lo strike della vanilla in acquisto e quello della vanilla in vendita, possiamo
determinare una replica (naturalmente meno precisa della precedente) composta
esclusivamente di vanilla:

























Ovviamente, è il caso di ribadirlo ulteriormente, la replica si dimostra efficiente nel solo caso
di drift nullo.
Per quanto concerne le altre reverse barrier, in base alla relazione di equivalenza tra knock-out
e knock-in, da quanto detto deriva che, in assenza di rebate, la replica perfetta di una up and in
call include l’acquisto di una american digital (o della replica costituita per mezzo di
european digital o di spreads, in aggiunta alle opportune vanilla) con trigger coincidente con
quello della barrier option e payoff pari ad (H-K), nonché l’acquisto di  KH  vanilla call con
strike fissato a quota  HK
2 $.
Nel caso di una down and out put, in base a ragionamenti del tutto analoghi a quelli utilizzati
per la up and out call, la replica è costituita dall’acquisto della put sottostante e dalla vendita
                                                                                                                                                        
meno della metà del suo payoff, anche in presenza di un drift nullo, e questo spiega perché la replica valga sempre
qualcosa più della barrier.
14 Si veda in proposito Carr e Bowie (1995: 183-189).Opzioni reverse barrier 134
di una down and in american digital (dotata di barriera coincidente con quella della down and
out put e di payoff pari a K-H), o sua replica, nonché da una posizione corta in  KH  vanilla
put con strike fissato a quota  HK
2 $. In base alla medesima relazione ricordata poc’anzi la
replica di una down and in put sarà costituita da posizioni del tutto opposte a quelle della
knock-out con in aggiunta l’esclusione della “vanilla sottostante” (il che significa acquisto
della digital, o suo surrogato, e di  KH  vanilla put con strike fissato a quota  HK
2 $).
Ad ogni modo esiste un elemento capace di semplificare notevolmente la copertura ad
esempio di una up and out call: l’eventuale presenza di un rebate. Nel caso infatti sia
contrattualmente prevista una tale feature, e l’importo del rebate corrisponda esattamente al
valore intrinseco dell’opzione al momento del knocking-out (come del resto è naturale che
sia), ecco che viene meno la necessità della vendita della digital americana: a questo punto,
infatti, per coprire la up and out call saranno sufficienti l’acquisto della vanilla sottostante
unitamente alla vendita delle call (nella misura e nei modi sopra specificati: rimane infatti da
eliminare, anche in presenza di rebate, il valore temporale dell’opzione in corrispondenza
della barriera); in sostanza disporremmo di modalità di copertura del tutto analoghe a quelle
utilizzate per le regular barrier. Analogo discorso vale per le restanti reverse barrier: nel caso
delle knock-in il rebate assumerebbe la forma di No Touch digital ma con risultati, ai fini della
copertura dell’opzione, del tutto equiparabili, rendendo infatti superfluo l’utilizzo delle digital.
Per completare la nostra analisi può essere utile riportare un ultimo esempio di copertura
statica (e relativa critica). Derman, Ergener e Kani (1995)
15, sulla base di un modello
binomiale di pricing, hanno infatti proposto, in aggiunta al solito acquisto della vanilla
sottostante, l’utilizzo di un gran numero di vanilla, sia in vendita che in acquisto, con lo scopo
di annullare il valore della posizione in corrispondenza della barriera e per diverse vite residue,
corrispondenti ai diversi nodi presso i quali l’albero binomiale incontra appunto la barriera. A
detta di Tompkins (1997)
16 tuttavia il difetto maggiore del metodo starebbe nel numero
enorme di vanilla necessarie affinché la replica mimi fedelmente il profilo di andamento della
barrier. Ovviamente il succitato autore propone a sua volta un metodo che, pur estremamente
semplice, dovrebbe garantire risultati quantomeno preferibili a quelli ottenibili con un
pericoloso  Delta hedging. Il metodo consiste nell’acquisto della solita vanilla sottostante con
strike identico a quello della barrier e nella vendita di un opportuno numero di vanilla con
strike fissato in corrispondenza della barriera: il numero “opportuno” va determinato in
maniera tale che, a metà della vita residua della knock-out, per un livello dello spot pari ad H,
il valore della posizione si annulli completamente. In base alle simulazioni numeriche di
Tompkins il metodo garantirebbe performance, se non esaltanti, comunque superiori a quelle
raggiungibili dal Delta hedging (il risultato medio è migliore anche se la variabilità dello
stesso rimane considerevole).
                                                     
15 Si veda appunto Derman, Ergener e Kani (1995).
16 Si veda infatti Tompkins (1997: 26-27).La copertura delle reverse barrier option 135
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La up and in call
Nella sezione appena conclusa abbiamo indicato il valore di una up and in call nella somma
dei seguenti due integrali:















Tuttavia questioni di comodità di calcolo inducono a spezzare in due parti distinte il secondo
integrale, ottenendo:
























Non è difficile riconoscere nell’integrale posto al di fuori delle parentesi quadre il primo degli
integrali componenti il valore di una down and out call, con un unico appunto: l’estremo
inferiore di integrazione presenta H al posto di K. È quindi sufficiente adattare ai nostri fini la
soluzione già presentata in precedenza, sostituendo soltanto H a K nell’argomento delle
funzioni cumulate. Dunque:
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Per quanto riguarda il duplice contenuto delle parentesi quadre, abbiamo evidentemente a che
fare, in ambedue i casi, con lo stesso integrale utilizzato per la valutazione delle down and in
call, con l’intervallo di integrazione invertito in entrambi ma con H al posto di K nel primo dei
due. Si può chiaramente ovviare al problema cambiando il segno dell’argomento delle
funzioni cumulate e sostituendo H a K nelle cumulate del primo integrale. Quindi:
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Mettendo insieme i tasselli ottenuti, abbiamo
17:
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La up and out call
Il valore di una up and out call è dato dal seguente integrale:











Ai fini della soluzione matematica conviene tuttavia spezzare l’integrale prima in due, ed
infine in quattro parti:
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Scomponendo ora ulteriormente le due parti ottenute, abbiamo:
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17 Per la versione comprensiva dei dividendi (o del tasso sulla valuta merce) o per il caso in cui si faccia riferimento
a prezzi forward, si vedano i prospetti riportati alla fine del paragrafo dedicato al pricing, nel presente capitolo.La copertura delle reverse barrier option 137
Di questi quattro integrali costituenti il valore della up and out call, gli ultimi tre sono gli
stessi identici che, con segno opposto, vanno a formare il valore della up and in call. Il primo
integrale invece rappresenta semplicemente il valore di una vanilla call con strike identico a
quello della barrier. Del resto, ricordando le relazioni tra knock-in e knock-out trattate nel
settimo capitolo, non deve stupire l’equazione che, in base a quanto detto, viene chiaramente
delineandosi nella forma seguente:
Cuo = Vanilla call-Cui.
Tirando le somme di quanto finora sviluppato, il valore della up and out call è:
Cuo = SN
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In questo capitolo effettueremo un confronto, condotto per mezzo di simulazioni numeriche,
fra le prestazioni offerte, nel campo della copertura delle opzioni binarie e a barriera, tra due
tecniche molto diverse: il dynamic hedging e lo static hedging. La prima metodologia è quella
del semplice Delta hedging, ovvero la copertura tramite acquisti o vendite di sottostante. La
seconda tecnica prevede l’utilizzo di altre opzioni (per lo più vanilla), in vendita o in acquisto,
con lo scopo ben preciso di creare una replica il più possibile fedele dell’opzione da coprire. Il
lettore ha già avuto modo di constatare nei capitoli precedenti come queste repliche diano il
meglio di sé in condizioni per la verità piuttosto particolari: si vuole alludere all’ipotesi di drift
nullo, in virtù della quale è possibile sintetizzare repliche matematicamente perfette delle
barrier options nonché delle american digital. Questa ipotesi sarà per l’appunto tra le prime
ad essere eliminata, con lo scopo di spostare il confronto tra Delta e static hedging su di un
campo più aderente alle condizioni reali di mercato. Sono infatti previsti tre diversi scenari
(quattro per le down and in call) entro i quali si svolgeranno le simulazioni numeriche.
Un primo scenario ideale, favorevole allo static hedging, prevede drift nullo e volatilità
costante, nonché un tasso di “apprezzamento” del sottostante m pari esattamente al tasso senza
rischio: potrebbe apparire superfluo specificare il valore di un parametro che non trova spazio
nemmeno nelle formule di valutazione, ma in realtà, come Gupta (1997) ha ampiamente
spiegato, tale parametro può assumere un ruolo non indifferente nel caso di condizioni di
copertura non ideali. Più precisamente può accadere che l’hedger utilizzi Delta calibrati su
volatilità implicite (quelle che determinano il prezzo, normalmente maggiorato, a cui egli
vende l’opzione) e non reali: ciò permette all’hedger, a patto che valga l’uguaglianza m=r (il
che implica che gli errori nella copertura, dovuti al riferimento ad una volatilità non reale,
finiscono, in media, col compensarsi a vicenda), di lucrare in media la differenza tra premio
ricevuto e premio calcolato in base alla volatilità reale (supposta costante). In ogni tabella,
accanto al dynamic hedging tradizionale basato su Delta “reali” (facenti riferimento alla “true
volatility”) daremo quindi spazio ad una colonna di valori relativi appunto al caso in cui il
Delta hedging sia condotto facendo uso di Delta “falsi” ( calcolati utilizzando la volatilità
implicita come stima della volatilità media attesa).
Nel secondo scenario verrà rimossa l’ipotesi di drift nullo (mantenendo in vita le altre due).
Nel terzo (presente a scopo esemplificativo nel solo caso delle down and in call) salterà
l’ipotesi m=r (dove r è il tasso senza rischio), il che implica, a seconda delle situazioni, un
peggioramento od un miglioramento del risultato medio da Delta hedging. Nell’ultimo
scenario elimineremo l’ultima ipotesi non realistica: la volatilità cesserà infatti di essere
costante su tutto il periodo di copertura (anche m ed il drift si manterranno su valori realistici,
ovvero diversi da r nel primo caso e diversi da zero nel secondo).Confronto numerico tra dynamic e static hedging delle opzioni binarie e a barriera 140
Le opzioni oggetto della nostra attenzione saranno, nell’ordine, le Down and In Call, le Down
and Out Call (una regular knock-in ed una regular knock-out), le Up and Out Call, le Up and
In Call (ovvero una reverse knock-in ed una reverse knock-out) ed infine, a rappresentanza
delle american digital, le Up and In Cash or Nothing. Ogni cifra riportata nelle tabelle è frutto
di un ciclo di 1000 simulazioni. Tali simulazioni prevedono movimenti del sottostante coerenti
con l’ipotesi di un moto Browniano di tipo geometrico. Il punto di vista, in sede di copertura, è
quello dell’emittente l’opzione; il premio della stessa è liquidato a termine e la copertura sul
sottostante è effettuata utilizzando operazioni a termine (con scadenza analoga a quella
dell’opzione). Nel caso di volatilità variabile si utilizza uno schema di movimento della stessa
di tipo mean reverting, nel senso che essa tende ad oscillare intorno ad un valore medio di
lungo periodo: tale valore corrisponde evidentemente alla true volatility; si veda in tal senso
Tompkins (1997).
Prima di passare all’analisi vera e propria è però il caso di familiarizzare con gli indici di
“prestazione” che incontreremo continuamente, durante la nostra analisi, nelle tabelle
riassuntive:
1.  La differenza media tra il valore teorico dell’opzione ed il costo totale di copertura





, dove TV è il valore teorico (alla Black e Scholes)
dell’opzione venduta, mentre HC è il costo totale sostenuto per coprire tale vendita.
2.  Il grado di variabilità della differenza tra valore teorico e costo finale di copertura (Hedge
Performance):  HP




, dove ST.DEV. è l’operatore deviazione
standard.





; quanto più alto in valore
assoluto è l’indice, tanto più significativa è la differenza tra TV e HC.
In sostanza il primo indicatore, AD, ci dice se l’operazione (vendita dell’opzione e sua
contestuale copertura) si rivela in media un affare o meno. Il secondo indicatore ci dice quante
sorprese (amare o piacevoli che siano) dobbiamo aspettarci, a conti fatti, nel risultato finale
dell’operazione. Il terzo indicatore ci dice infine se è il caso di fidarci o meno di quanto
emerge dall’uso del primo. Siamo a questo punto pronti per lo studio della prima regular: la
down and in call (con strike 100$ e barriera fissata a quota 90$).
 /DGRZQDQGLQFDOO
Prima di passare ad un qualsiasi commento riguardo agli esiti del confronto tra dynamic e
static hedging delle down and in call riporto nelle pagine che seguono le tabelle ed i grafici
relativi a ciascuno dei quattro scenari descritti. La replica statica consiste nell’acquisto di
KH  vanilla put con strike fissato a quota  HK
2 : nel caso di drift non nullo, quantità e strike
saranno determinati attraverso una procedura numerica volta a ridurre al minimo gliLa down and in call 141
scostamenti al quadrato tra replica e barrier (tale tecnica ha portato all’acquisto di 2,86156
vanilla put con strike 79,339$). Si badi che, per drift nullo non si intende soltanto il caso di un
tasso senza rischio azzerato: infatti il drift complessivo può risultare nullo anche nel caso in
cui il tasso di cui sopra (r) risulti coincidente con l’eventuale tasso di remunerazione (d)
sull’attività sottostante (i dividendi nel caso di sottostante azionario od il tasso sulla valuta
merce nel caso di opzioni valutarie). La simulazione prevede lo smobilizzo della posizione in
opzioni nonché della copertura (sia dinamica che statica) nell’istante stesso in cui la barriera
viene toccata (coerentemente con quanto attuato, per esempio, da Tompkins). Lo spot di
partenza per ogni simulazione è posto pari a 110$ (circa il 120% della barriera). La true
volatility è del 15% (20% nell’ultimo scenario) mentre la volatilità implicita è fissata al 15,5%.
Le formule (di valutazione) utilizzate per queste simulazioni sono del tipo Rubinstein (1991).










(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
28,315% 33,884% 0,000%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
0,434 17,498 n.d.
Prospetto 1 - Down and in call: primo scenario (drift nullo, volatilità costante, m=r); (in particolare
m=8%, d=8%).
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(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
36,280% 40,060% 8,425%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
0,112 15,310 -0,677
Prospetto 2 - Down and in call: secondo scenario (drift non nullo, volatilità costante, m=r); (in
particolare r=8%, d=5%).
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(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
31,661% 34,260% 6,190%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
-0,341 11,936 4,896
Prospetto 3 - Down and in call: terzo scenario (drift non nullo, volatilità costante, m¹r); (in particolare
m=15%, r=8%, d=5%).


























































































 % cumulativaConfronto numerico tra dynamic e static hedging delle opzioni binarie e a barriera 144










(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
52,337% 45,142% 2,645%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
-0,475 10,539 2,874
Prospetto 4 - Down and in call: quarto scenario (drift non nullo, volatilità variabile, m¹r); (in
particolare m=15%, r=8%, d=5%, s variabile a partire da 20%).
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In base a quanto visto possiamo concludere:
·  Nel primo scenario, a parte il risultato scontato dello static hedging (matematicamente
perfetto), è interessante rilevare la variabilità non disprezzabile del risultato da Delta
hedging: la sua deviazione standard è infatti pari a quasi sei volte quella registrabile (circa
5%) da una semplice vanilla nelle medesime condizioni ambientali.
·  Sempre nel primo scenario l’utile del 18,75%, relativo al caso in cui l’operatore, dopo aver
venduto l’opzione ad un prezzo in linea con la volatilità implicita, abbia poi attuato un
Delta hedging coerente con la medesima, è perfettamente in linea con le previsioni di
Gupta (1997). Infatti l’operatore non ha fatto altro che lucrare (in media) la differenza di
prezzo esistente tra il premio calcolato in base alla volatilità implicita e quello calcolato in
base alla true volatility (anche se la copertura, effettuata in relazione ad una volatilità
fittizia, risulta per forza di cose meno precisa: di qui la maggiore variabilità del risultato).
·  Nel secondo scenario cade l’ipotesi di drift nullo: lo static hedging, effettuato sulla base di
parametri determinati per mezzo della tecnica dei minimi quadrati, si dimostra comunque
all’altezza, sfoggiando una variabilità del risultato piuttosto contenuta rispetto a quella
registrata dal dynamic hedging (8,4% contro 36-40%). Si è evitato di mostrare una
distribuzione grafica dei risultati da static hedging in quanto estremamente particolare:
infatti, quando la barriera non viene toccata durante tutto l’arco di vita dell’opzione (il che
accade spesso), il risultato è per forza di cose esattamente pari alla differenza di valore,
molto lieve, esistente, all’inizio del periodo, tra replica e barrier (con la prima
leggermente meno costosa dell’esotica), mentre, nel caso in cui l’opzione si “estingua”
anticipatamente (il che, dato uno spot di partenza piazzato al 120% della barriera, accade
meno spesso), la chiusura immediata delle posizioni aperte può dare luogo a risultati
variabili, in relazione con la mancanza di assoluta perfezione da parte della replica.
Quanto al risultato leggermente negativo dello static hedging, il T-test ci rassicura circa la
mancanza di significatività dello stesso.
·  Nel terzo scenario un tasso di apprezzamento del sottostante notevolmente superiore al
tasso senza rischio porta, coerentemente con Gupta (1997), ad un risultato medio del Delta
hedging con implied volatility nettamente diverso dal precedente. Per il resto ha modesti
riflessi sugli altri risultati (a parte un certo calo della volatilità dei risultati, il che si
potrebbe spiegare con il fatto che il drift del sottostante più alto, allontanando il prezzo
dalla zona “calda”, con Gamma più elevato, limita le possibilità di risultati eclatanti).
·  Nel quarto scenario la volatilità dei risultati ovviamente non può che aumentare: il
dynamic hedging finisce con l’essere davvero pericoloso, mentre lo static hedging diventa
l’unica strada percorribile per chi non voglia assumersi rischi eccessivi.
·  Un’ultima considerazione riguarda l’ipotesi, utilizzata in queste simulazioni, di uno
smobilizzo assolutamente istantaneo della copertura in caso di perforamento della barriera.
Il lettore sappia che, eliminando tale ipotesi (ipotizzando uno smobilizzo anche solo di
poco successivo al perforamento), i risultati medi subiscono una variazione drastica: in
base ad altre simulazioni, che per ragioni di speditezza ometteremo di presentare, si è
accertato come, nel caso specifico delle down and in call, in condizioni analoghe a quelle
presentate nel primo scenario, l’average difference da Delta hedging ( true volatility)
passerebbe dallo zero per cento circa ad un ben più notevole 16% (accompagnato però da
un aumento significativo della volatilità “HP”). La ragione di tale roboante risultato
starebbe in quella sorta di effetto Gamma “improprio” (di segno opposto a quello vero) di
cui si è già parlato nel capitolo settimo e che è reso possibile dalla frattura nel
comportamento dell’opzione che si registra in corrispondenza della barriera. Tale
“frattura” spiazza completamente la copertura lineare tipica del Delta hedging.
Ovviamente nel caso del detentore dell’opzione il lusinghiero (ma volatile!) risultato di
cui sopra assumerebbe segno negativo.Confronto numerico tra dynamic e static hedging delle opzioni binarie e a barriera 146
 /DGRZQDQGRXWFDOO
Per l’analisi delle regular knock-out utilizzeremo una down and out call con strike 100$ e
barriera a quota 90$. A partire da questo ciclo di simulazioni in poi ometteremo di presentare
il terzo scenario (quello relativo a m¹r) per non appesantire eccessivamente la trattazione. La
replica è costituita dall’acquisto della vanilla sottostante nonché dalla vendita di  KH  vanilla
put con strike fissato a quota  HK
2 . In caso di drift non nullo la solita tecnica numerica
consiglia di sostituire la posizione corta di cui sopra con la vendita di 2,87778 put con strike
79,31069. Lo spot di partenza è posto a quota 100$. La true volatility è stata fissata pari al
15% (la “implied” invece al 15,5%).










(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
4,727% 4,907% 0,000%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
0,798 15,889 n.d.
Prospetto 5 - Down and out call: primo scenario (drift nullo, volatilità costante, m=r); (in particolare
r=8%, d=8%, s=15%, simpl.=15,5%).
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(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
3,406% 3,597% 0,185%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
0,845 14,918 1,590
Prospetto 6 - Down and out call: secondo scenario (drift non nullo, vol. costante, m=r); (in particolare
r=8%, d=5%, s=15%, simpl.=15,5%).
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(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
11,539% 11,545% 0,239%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
5,175 10,325 2,491
Prospetto 7 - Down and out call: terzo scenario (drift non nullo, volatilità variabile, m¹r); (in
particolare m=15%, r=8%, d=5%, strue=20%, simpl.=21%).
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In base ai dati riportati nelle tabelle e nei grafici appena mostrati possiamo concludere:
·  In primo luogo, osservando i risultati emersi nel primo scenario, non si può fare a meno di
ricordare, in conformità con Thomas (1996), come il Gamma di queste regular knock-out
sia di fatto estremamente basso: persino una vanilla possiede un Gamma maggiore. Non a
caso il Delta hedging si rivela perfettamente praticabile: anzi in base a quanto afferma
Thomas si tratterebbe della modalità di copertura più utilizzata nel mercato per questo
genere di opzioni. Ciò non significa naturalmente che debba trattarsi della copertura
migliore. Ad ogni modo il risultato medio, come rivela il t-test, non è significativamente
diverso da zero, mentre la volatilità dello stesso, in linea con quanto detto, risulta
estremamente bassa, anzi addirittura inferiore a quella riscontrabile per una vanilla (5%: si
veda Tompkins(1997)). Per quanto concerne lo static hedging, al solito l’uguaglianza tra
tasso privo di rischio e tasso pagato sul sottostante (dividendi oppure tasso sulla valuta
merce nel caso di opzioni valutarie) implica una perfezione assoluta della replica, il che
lascia ovviamente poco spazio a risultati che non siano nulli, tanto per l’average difference
quanto per l’hedge performance.
·  Nel secondo scenario la rimozione dell’ipotesi di drift nullo non incide in maniera
particolarmente allarmante nemmeno sulla copertura statica, che anzi mantiene
un’efficienza invidiabile: la tecnica dei minimi quadrati (per intenderci alla Thomas
(1996)) ci permette di realizzare una copertura, se non perfetta, molto vicina ad esserlo.
Interessante è invece la possibile spiegazione per la riduzione della volatilità dei risultati
da Delta hedging: in effetti il passaggio da un drift nullo ad uno positivo, come è possibile
evincere (con una certa attenzione) dai grafici riportati nel quinto capitolo, riesce
addirittura a ridurre il già scarsissimo Gamma della knock-out.
·  Nel terzo ed ultimo scenario l’introduzione di una volatilità variabile (oscillante intorno
alla true volatility di lungo periodo) porta, nel caso del dynamic hedging, ad un raddoppio
abbondante (rispetto al primo scenario) della dispersione dei risultati. Lo static hedging al
contrario si dimostra sostanzialmente insensibile a tale mutamento, rimanendo di fatto la
soluzione ideale in qualsiasi contesto.
·  Ancora una volta occorre ricordare come i risultati appena commentati (in linea con
quanto ottenuto da Tompkins, limitatamente agli “scenari” in comune) siano anche la
conseguenza di un’importante ipotesi circa lo smobilizzo immediato tanto della posizione
in sottostante quanto, nel caso di static hedging, della posizione replicante: dovessimo
rimuovere anche questa ipotesi (ipotizzando una rimozione della copertura anche solo di
poco successiva al perforamento della barriera) il risultato medio, ad esempio da Delta
hedging, ne risulterebbe diminuito sensibilmente (scenderebbe, nel primo scenario, al
-3%), mentre la volatilità dello stesso subirebbe un leggero aumento (raggiungerebbe il
7% circa).
 /DXSDQGRXWFDOO
Le reverse knock-out, nelle quali rientra la Up and Out Call, si prestano, come vedremo, molto
meno delle regular ad un tentativo di copertura di tipo tradizionale. La loro natura dicotomica
e contraddittoria al tempo stesso (si pensi alle due “componenti” di cui si è già avuto ampio
modo di discutere) determina un andamento del premio in relazione al prezzo sottostante per
così dire “contrastato”: in altre parole il grado di curvatura, e dunque il Gamma dell’opzione
rende virtualmente impossibile il Delta hedging per scadenze ravvicinate. Lo stesso static
hedging, per offrire risultati soddisfacenti, necessita di una certa liquidità del mercato delle
digital (almeno europee): ciò naturalmente per evitare l’utilizzo nella replica dei pocoConfronto numerico tra dynamic e static hedging delle opzioni binarie e a barriera 150
funzionali spreads. In effetti la replica prevede non solo l’acquisto della vanilla sottostante,
ma anche la vendita di due digital europee (con strike posto in corrispondenza della barriera e
payoff pari alla differenza tra barriera e strike della reverse) in combinazione con la vendita di
HKH - 16  vanilla call con strike H e di  KH  vanilla call con strike fissato a quota  HK
2
(tutto ciò naturalmente in caso di drift nullo). In caso di drift non nullo (r=8% e d=5%) la
solita tecnica numerica consiglia di sostituire le due ultime posizioni in vanilla di cui sopra
con un’unica posizione corta ammontante in 0,985818 vanilla call con strike 119,6361. Nel
caso le condizioni del mercato non consentissero l’utilizzo delle digital è possibile replicare a
loro volta le stesse binary con degli spreads, ma ovviamente con un aggravio del costo della
copertura (se la si vuole mantenere precisa): nelle nostre simulazioni assumiamo fattibile la
vendita e l’acquisto di digital della varietà europea al loro valore teorico (alla Black e
Scholes). Lo spot di partenza, come del resto lo strike dell’esotica, è posto a quota 100$, la
barriera a quota 110$. La true volatility è stata fissata pari al 20% (la implied invece al 19%).










(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
205,633% 176,726% 0,000%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
-0,816 2,369 n.d.
Prospetto 8 - Up and out call: primo scenario (drift nullo, volatilità costante, m=r); (in particolare
m=8%, d=8%).
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(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
265,501% 211,971% 4,991%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
-1,663 1,22 0,941
Prospetto 9 - Up and Out call: secondo scenario (drift non nullo, volatilità costante, m=r); (in
particolare r=8%, d=5%).
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(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
459,805% 386,555% 5,370%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
-3,039 -1,796 1,613
Prospetto 10 - Up and out call: terzo scenario (drift non nullo, volatilità variabile, m¹r); (in particolare
m=15%, r=8%, d=5%, strue=20%, simpl.=19%).
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Da quanto visto si possono trarre alcune conclusioni:
·  Il primo scenario conferma ampiamente quanto già previsto nelle pagine precedenti in
merito all’applicabilità della copertura tradizionale alle reverse knock-out: la deviazione
standard del risultato raggiunge infatti livelli venti volte superiori a quelli raggiungibili per
una vanilla. Inutile ovviamente spiegare le ragioni di una tale dispersione dei risultati.
Quanto poi al risultato medio negativo del 5% va notato quanto esso risulti di fatto ben
poco significativo in un contesto in cui lo scarto quadratico medio ammonta al 200% ed
oltre (e che desta ben altre preoccupazioni). Per contro lo static hedging, grazie all’utilizzo
di digital europee e all’ipotesi di drift nullo, garantisce risultati ben più affidabili.
·  Interessante, sempre in merito al primo scenario, è notare come, nel caso di utilizzo di
Delta “falsi” da volatilità implicita, la dispersione finale del risultato finisce stranamente
con l’essere inferiore a quella registrabile in caso di utilizzo di Delta esatti. Tale stranezza
si può motivare con il fatto che i Delta “falsi” sono semplicemente dei Delta “caricati” (la
volatilità implicita in questo caso è inferiore a quella reale), ovvero leggermente superiori,
in valore assoluto, nell’area in the money, ai corrispondenti Delta esatti: ciò fa sì che si
rivelino più funzionali per quelle zone di prezzo a ridosso della barriera che, con il loro
Gamma elevatissimo, sono determinanti nella formazione della notevole dispersione dei
risultati. Ciononostante la deviazione standard si mantiene comunque su livelli tali da
sconsigliare l’uso di qualsivoglia Delta, esatto o “falso” che sia (salvo, va ricordato, per
vite residue sufficientemente elevate, quando cioè il Gamma assume proporzioni
nettamente meno scoraggianti).
·  L’introduzione, nel secondo scenario, di un drift positivo non inficia la validità della
tecnica statica (opportunamente riadattata), che riesce a contenere l’inevitabile calo di
precisione nei limiti di un più che accettabile 5% circa. Sul fronte del dynamic hedging il
passaggio da un drift nullo ad uno positivo pare avere un effetto nefasto sulla già
intollerabile deviazione standard del risultato: in effetti il drift positivo concorre a spingere
più facilmente il prezzo del sottostante nella zona per così dire “calda”, ovvero quella a
ridosso della barriera (va ricordato che lo spot di partenza è fissato a quota 100).
·  Nel terzo ed ultimo scenario l’ipotesi di volatilità variabile (in combinazione con
l’aumento non trascurabile di m) ha come ovvia conseguenza un ulteriore cospicuo
aumento della dispersione dei risultati da Delta hedging, che raggiunge infatti valori
nell’ordine del 400% ed oltre. A peggiorare notevolmente è anche il risultato medio: in
effetti una situazione di volatilità variabile può portare la stessa a ridursi anche
considerevolmente, magari proprio nella “zona calda” di prezzo (quella vicino la barriera),
con la conseguenza di “congelare” prezzo ed effetto Gamma (favorevole all’emittente per
prezzi vicini alla barriera) e dunque lasciando l’emittente letteralmente in pasto al terribile
time decay negativo tipico delle reverse knock-out in quella zona. Si potrebbe obbiettare
che la volatilità stessa potrebbe parimenti risultare di dimensioni notevoli, anziché
modeste, nella “zona calda”, con la conseguenza di favorire il detentore tramite un forte
effetto Gamma; tuttavia una tale situazione (in cui il detentore finisce in media con il
guadagnarci, grazie ad un effetto Gamma superiore all’effetto time decay) non può godere
della medesima stabilità della precedente: l’opzione, in virtù dei più considerevoli
movimenti del prezzo, finirebbe infatti con tutta probabilità con l’estinguersi
anticipatamente.
·  Preme inoltre (e soprattutto) rilevare la pressochè totale insensibilità che il metodo statico
presenta nei confronti dell’ipotesi di volatilità variabile: essa in effetti non porta a
peggioramenti apprezzabili nella precisione della copertura statica. In sostanza: anche nel
caso delle reverse knock-out il metodo statico si rivela nettamente più efficiente della
controparte dinamica, specie in condizioni di mercato realistiche.Confronto numerico tra dynamic e static hedging delle opzioni binarie e a barriera 154
 /DXSDQGLQFDOO
Nella sezione dedicata alle reverse barrier abbiamo presentato queste knock-in come opzioni
la cui natura si potrebbe in qualche modo definire a metà strada tra le semplici vanilla e le
meno mansuete digital americane (avvicinandosi all’una o all’altra a seconda dell’entità della
vita residua). I risultati ottenuti sembrano, come vedremo, confermare tale natura “ibrida”. La
Up and In Call protagonista delle nostre simulazioni presenta strike e barriera fissati a quota
100$ e 110$ rispettivamente. Lo spot di partenza ammonta a 95$. La true volatility è del 20%,
la implied del 21%. La replica statica, sia analitica (quando il drift è nullo) che “numerica”, è
determinabile a partire da quella utilizzata per le Up and Out Call in base alla relazione già
menzionata nella relativa sezione di pricing.










(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
8,031% 8,018% 0,000%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
1,044 28,397 n.d.
Prospetto 11 - Up and In call: primo scenario (drift nullo, volatilità costante, m=r); (in particolare
m=8%, d=8%).
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(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
9,965% 10,301% 0,093%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
2,752 20,673 -0,237
Prospetto 12 - Up and In call: secondo scenario (drift non nullo, volatilità costante, m=r); (in
particolare r=8%, d=5%).
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(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
38,865% 39,841% 1,537%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
-0,354 6,057 4,566
Prospetto 13 - Up and In call: terzo scenario (drift non nullo, volatilità variabile, m¹r); (in particolare
m=15%, r=8%, d=5%, strue=20%, simpl.=21%).
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In base alle cifre mostrate possiamo concludere quanto segue.
·  Il primo scenario conferma, con una dispersione del risultato da dynamic hedging intorno
all’8%, la natura ibrida delle reverse knock-in, collocabili, in termini di pericolosità, a
metà strada tra le vanilla (che denunciano un modesto 5%) e le digital americane (che
invece, come vedremo, vantano un più cospicuo 15%). Va notato tuttavia come il risultato
ottenuto dell’8% sia significativamente correlato alla scelta dello spot di partenza: se
avessimo scelto uno spot più vicino alla barriera la vita media nettamente inferiore
dell’opzione (prima di diventare vanilla) avrebbe agevolato la copertura del rischio,
poiché, è il caso di ricordarlo, la pericolosità dell’opzione è legata essenzialmente alle
dimensioni del rischio Gamma, che a sua volta è massimo a poco tempo dalla scadenza. I
buoni risultati ottenuti dallo static hedging in condizioni di drift nullo non dovrebbero più
essere motivo di stupore per il lettore.
·  L’eliminazione, nel secondo scenario, dell’ipotesi di drift nullo, nuoce in maniera
assolutamente risibile alla precisione della replica statica (opportunamente ottimizzata per
mezzo della solita tecnica numerica dei minimi quadrati) che vede la dispersione del
risultato salire appena di un innocuo 0,093%. Peggiora invece di un buon 2% quella da
Delta hedging, semplicemente perché l’introduzione di un drift positivo spinge più
facilmente il prezzo del sottostante nella zona a ridosso della barriera (a più elevato
Gamma).
·  Nel terzo ed ultimo scenario (quello a volatilità variabile) l’imprecisione delle tecniche
tradizionali di copertura assume connotati preoccupanti: l’Hedge Performance (HP) arriva
praticamente a quadruplicare. Notevolissima, in un tale contesto, la perfetta tenuta del
metodo statico (volatilità del risultato di appena 1,5%). Ancora una volta dunque, qualora
le condizioni del mercato lo permettano (liquidità accettabile delle digital che
compongono la replica), lo static hedging si rivela incomparabilmente superiore alla
controparte dinamica.
 /DXSDQGLQFDVKRUQRWKLQJDPHULFDQGLJLWDO
L’ultima tipologia di esotiche oggetto della nostra attenzione è rappresentata da una Digital
della varietà americana (una Up and In Cash or Nothing). Si tratta, come si è già avuto modo
di spiegare, di opzioni che pagano “o tutto o niente”, senza sfumatura alcuna nella
determinazione del payoff. Ciò comporta un andamento del premio in relazione al prezzo
sottostante piuttosto “brusco”, specialmente per basse vite residue. Ne consegue, ancora una
volta, che il classico Delta hedging mal si adatta alla copertura di tali strumenti, salvo il caso
in cui, a separarci dalla scadenza dell’opzione, ci sia un più che congruo spazio di tempo. La
replica statica si compone di due digital della varietà europea con strike pari al livello della
barriera e payoff identico a quello corrisposto dalla “cugina” americana; in aggiunta
1 la replica
prevede l’acquisto di 
B
H
 (dove B è il payoff della digital ed H il livello della barriera) vanilla
call con strike posto esattamente in corrispondenza della barriera. Ovviamente, in caso di drift
non nullo, i parametri della replica statica andranno rivisti (con la solita tecnica numerica):
facendo riferimento ai tassi utilizzati (r=8% e d=5%). La replica modificata prevede la
sostituzione della posizione in vanilla sopra menzionata con la vendita di 0,03415 vanilla call
                                                     
1 Si vedano in proposito le considerazioni già effettuate, nella sezione dedicata alla copertura di tali derivati, in
merito alla compensazione dell’effetto “lognormale”.Confronto numerico tra dynamic e static hedging delle opzioni binarie e a barriera 158
con strike 108,0632$. Per completezza occorre specificare che la barriera è stata posta a quota
110$, mentre lo spot di partenza ammonta a 90$.
La volatilità di lungo periodo (la true volatility) è del 20%, mentre la volatilità implicita è
collocata a quota 21%. I tassi utilizzati per i tre diversi scenari sono gli stessi impiegati nei
cicli simulativi precedenti.










(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
15,184% 14,649% 0,000%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
-0,649 15,224 n.d.
Prospetto 14 - American Digital: primo scenario (drift nullo, volatilità costante, m=r); (in particolare
m=8%, d=8%).
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(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
17,502% 17,120% 0,111%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
-0,266 10,826 0,664
Prospetto 15 - American Digital: secondo scenario (drift non nullo, volatilità costante, m=r); (in
particolare r=8%, d=5%).
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Up and In American Digital:









(differenza media % tra costo




differenza tra costo di
copertura e valore teorico)
52,102% 50,061% 0,168%
T￿test
(grado di significatività di
AD)
7,176 11,039 -2,498
Prospetto 16 - American Digital: terzo scenario (drift non nullo, volatilità variabile, m¹r); (in
particolare m=15%, r=8%, d=5%, strue=20%, simpl.=21%).
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In base alle cifre appena esposte traiamo le conclusioni del caso.
·  Il primo scenario, mostrando una dispersione del risultato da Delta hedging pari al 15%
del premio iniziale, ovvero circa tre volte il dato ottenibile per le semplici vanilla (che si
fermano al 5%), conferma la discreta pericolosità che le digital presentano se affrontate
con tecniche di copertura tradizionali. Al solito, qualora fosse necessario ricordarlo, il
risultato medio da dynamic hedging con Delta calcolati in base alla volatilità implicita non
rappresenta altro se non la differenza di valore tra premio realizzato dal writer al momento
della vendita (e calcolato con riferimento alla volatilità implicita) e premio calcolato in
base alla true volatility di lungo periodo (il primo scenario prevede m=r). Ancora una volta
lo  static hedging, potendo giovarsi di un mercato delle digital europee perfettamente
liquido, con il concorso dell’ipotesi di drift nullo (tipica del primo scenario), garantisce
risultati perfettamente stabili.
·  Nel secondo scenario l’introduzione del drift positivo (d passa dall’8% al 5%) porta a
conseguenze del tutto analoghe a quelle osservate per le reverse knock-in: la copertura
statica, aggiustata numericamente, soffre assai poco la novità in questione (HP=0,111%),
mentre si osserva un leggero aumento dell’imprecisione del metodo dinamico (dal 15% al
17,5%), evidentemente legato ad un più facile raggiungimento, da parte del prezzo del
sottostante, della solita “zona calda” a ridosso della barriera (“calda” soprattutto, è bene
ricordarlo, a poco tempo dalla scadenza).
·  Nel terzo scenario la volatilità variabile (oltre ad un m=15%) conduce ad un sostanziale
raddoppio dell’imprecisione del Delta hedging (HP passa dal 17% al 52% circa) rendendo
di fatto operazione alquanto azzardata il ricorso ad esso per la riduzione del rischio. Al
solito si registra la più che ottima tenuta (sotto il profilo della precisione) dello static
hedging, il quale si dimostra ancora una volta insensibile a mutamenti nella volatilità del
sottostante. Alquanto inconsueto invece si presenta il risultato medio da dynamic hedging:
un 11,823% di utile medio, anche in presenza di una dispersione del risultato stesso
intorno al 50%, è da ritenersi senz’altro significativo. Tale sconcertante risultato si può
spiegare con la stabilità di certe situazioni, favorevoli allo short, che un contesto di
volatilità variabile può indubbiamente determinare: è in effetti possibile che si registri un
calo di volatilità che vada a “congelare” il sottostante nella zona di prezzo a ridosso della
barriera. Unitamente ad una bassa vita residua una tale situazione determina una corposa
riduzione del rischio Gamma (sfavorevole all’emittente), che a questo punto non può più
andare a compensare il forte effetto Theta (assai favorevole all’emittente) che l’opzione
sfoggia per questi livelli di prezzo e di vita residua. È invece molto difficile che possa
verificarsi l’opposto, ovvero una situazione in cui una volatilità molto elevata vada ad
accrescere notevolmente il rischio Gamma, squilibrando la compensazione tra effetto
Gamma e Theta a favore del detentore: una tale situazione durerebbe troppo poco e si
dimostrerebbe troppo instabile, semplicemente perché l’alta volatilità stessa impedirebbe
al prezzo del sottostante di rimanere a lungo nella “zona utile”, cioè quella a ridosso della
barriera, spingendolo invece assai più facilmente al definitivo knocking-in (o magari al
definitivo allontanamento dalla zona-barriera). Tutto ciò spiega il risultato medio
significativamente positivo che il dynamic hedging comporta in tali contesti.Confronto numerico tra dynamic e static hedging delle opzioni binarie e a barriera 162
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